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SUR  LE  CALCUL  DES  DÉRANGEMENTS; 

Par  m.  g.  HENRY. 


Lorsque,  dans  une  permutation  rectiligne  des  n  pre- 
miers nombres,  un  nombre  quelconque  précède  un  autre 
nombre  plus  petit  que  lui,  on  dit  qu'il  y  a  dérangement. 

Importante  dans  la  théorie  des  déterminants,  la  con- 
sidération des  dérangements  vient  de  trouver  une  nou- 
velle source  d'actualité  dans  le  jeu  du  Taquin,  dont  le 
problème  bien  connu  consiste  à  replacer  dans  Tordre 
numérique  naturel,  sur  un  carré  de  seize  cases,  quinze 
pions  placés  dans  un  ordre  quelconque.  Les  résultats 
démontrés  sont,  comme  on  sait  (  ^  ),  les  suivants  :  sur  le 
nombre  des  permutations,  la  moitié  peut  être  rangée 

Fig.  I.  Fig.  a. 
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dans  Tordre  indiqué  ^g^.  i,  Tautre  moitié  dans  Tordre 
indîquéyîg^.  2. 


(»)  Voyez  notre  article  de  la  Gazette  anecdotigue  (i5  août  1880). 


(6) 
Il  nous  a  paru  intéressant  de  donner  à  ce  propos  une 
solution  du  problème  suivant,  qui  a  été  proposé  par 
M.  Joseph  Bertrand  (  *  )  : 

Combien  y  a^-il  en  tout  de  dérangements  dans  le 
tableau  des  permutations  des  n  premiers  nombres  ? 

Désignant  ce  nombre  total  par  D^,  on  a  évidemment 

Di  =  o. 

Les  permutations  des  deux  premiers  nombres  sont  12, 
2 1 .  La  première  n'offre  pas  de  dérangement  ;  la  seconde 
en  offre  un  ;  donc 

D2=I. 

Pour  calculer  Ds,  écrivons  trois  fois  les  permutations  des 

deux  premiers  nombres.  Mettons  un  point  à  la  suite  de 

chacune  des  deux  permutations  et  faisons-le  avancer 

successivement  : 

12.  2r. 

1.2         2.1 

.12  .21 

Remplaçons  le  point  par  le  chiffre  3.  Si  nous  mettons 
ce  chiffre  à  la  fin  de  la  permutation,  il  n'y  a  pas  de 
dérangement.  Lorsque  nous  le  mettons  au  deuxième 
rang,  nous  introduisons  un  dérangement  et  un  seul. 
Lorsque  le  chiffre  3  arrive  au  premier  rang,  nous  intro- 
duisons deux  dérangements.  Donc,  en  désignant  généra- 
lement par  P,,  le  nombre  des  permutations  de  n  nombres, 
nous  obtenons  o  -h  i-f-  a  dérangements  pour  trois  per- 
mutations de  deux  nombres,  ou  3P2,  et,  en  ajoutant  les 
dérangements  provenant  du  tableau  des  permutations 


(*)  Traité  d'Algèbre,   i"  édition,   p.  i46;  II*  Partie,    6-  édition, 
p.  53. 


(7) 
des  deux  premiers  nombres,  ou  3D2,  nous  avons 

D,=^3D,-h(i-4-2)P,. 

Pour  calculer  D4,  supposons  formé  le  tableau  des 
permutations  des  trois  premiers  nombres.  Écrivons-le 
quatre  fois,  en  intercalant  un  point,  comme  précédem- 
ment. Le  nombre  des  dérangements,  D3,  sera  quatre  fois 
dans  le  tableau  :  4D3*  -^^  ^î^^  an  point  écrivons  le 
chiffre  4«  Quand  le  point  est  à  la  fin,  point  de  dérange- 
ment^ quand  il  est  au  troisième  rang,  nous  introduisons 
un  dérangement;  quand  il  est  au  deuxième  rang,  nous 
introduisons  deux  dérangements  ;  quand  il  est  au  pre- 
mier rang,  nous  introduisons  trois  dérangements.  En 
somme,  nous  introduisons  pour  six  permutations  de  trois 
nombres,  ou  (i  -h  2  +  3)P3,  o  H-  i-j-  2  -h  3  dérange- 
ments, et,  en  ajoutant  4^3)  nous  avons 

D4=4D3-4-(l  +  2-h3)Pa. 
De  même, 

D5=:  5D4  +  (i  -4-  2  -h  3  +  4)P*. 

Généralement, 

D„4.t  =  (/i  -f.  i)D„-4-(i  H-  2  +  3  -+-  4  +. .  .4-  n)P„ 


ou 


En  divisant  cette  dernière  équation  par  («  -f- 1  )  P/i = P/i+i  ? 
il  vient 

P«.-i^P«       2' 
et,  en  remplaçant  successivement  dans  cette  formule  n 


(8) 
par  i,a,3,  ..., 

D,      D,       I 

D,      D,      2 

D„_D„_.       n-i 

Si  nous  additionnons  membre  à  membre  ces  différentes 
équations,  il  vient,  puisque  Di  =  o, 

^_  '  +  2  +  3-H...  +  (/t  — i) 
P»~  2 

OU 

_P„[n(/i-i)]_P,.C; 

'^»-       4       -~r"- 

Ainsi,  /e  nombre  total  des  dérangements  est  égal  à 
la  moitié  du  produit  du  nombre  des  permutations  pat^ 
le  nombre  des  combinaisons  des  n  nombres  deux  à  deux. 

Autre  démonstration,  —  Considérons  une  permu- 
tation quelconque  P/i;  écrivons  à  côté  la  permutation 
renversée  :  à  un  dérangement  de  la  première  dans  une 
combinaison  de  deux  nombres  correspond  un  non-déran- 
gement de  la  seconde.  Donc,  si  Ton  écrit  le  tableau  des 
permutations  de  n  nombres,  puis  à  côté  le  tableau  des 
permutations  dans  Tordre  renversé,  le  nombre  des  dé- 
rangements dans  le  premier  tableau  est  égal  au  nombre 
des  non-dérangements  du  second,  et  réciproquement. 
Mais,  dans  chacune  des  permutations  du  premier  et 
du  second  tableau,  le  nombre  des  dérangements  et  des 
non-dérangements  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 


(9) 
de  n  objets  pris  deux  à  deux,  ou  C,^  \  par  suite,  le  nombre 
total  des  dérangements  ou  des  non-dérangements  est 
égal  à  P/jC^.  Mais  le  nombre  des  dérangements  de  l'un 
égale  le  nombre^es  non-dérangements  de  Tautre,  et  in- 
versement 5  donc 

D„zz.î-^i^.  C.    Q.    F.    D. 


SUR  U  DÉF0RH4TI0N  DD  GAGHB-POT^ 

Par  m.  Edouard  LUCAS. 


Le  cache-pot  est  formé  de  fils  de  fer  ou  de  baguettes 
rectilignes  articulées  en  chacun  de  leurs  points  de  ren- 
contre, n  présente  la  forme  générale  d'un  hyperboloïde 
à  une  nappe; 'les  baguettes  sont  des  génératrices  recti- 
lignes de  chacun  des  deux  systèmes. 

M.  Cayley  a  démontré  que,  si  Ton  déforme  ce  modèle 
d' hyperboloïde,  on  obtient  un  hyperboloïde  homofocal 
au  premier,  en  superposant  les  directions  des  axes.  En 
eflfet,  soit  Thyperboloïde  ayant  pour  équation 

considérons  deux  points  P  et  Q  de  cet  hyperboloïde  et 
désignons  leurs  coordonnées  par  oTi,  j^i,  z^  et  Xj,  j^j,  z^. 
Posons 

Xt—a^%,    7jz=6p2,     z^—c^i\ 
nous  aurons  les  équations 

(1)  «î  +  PÎ~ïî  =  i, 

(2)  «2_^^;„^2^,. 


(  'o) 
De  plus,  si  les  deux  points  P  et  Q  sont  sur  une  môme 
génératrice,  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en  P  con- 
tient le  point  Q,  on  aura 

(3)  ajas-f-p,pj  —  YiTî  =  ï- 

La  distance  8  des  points  P  et  Q  est  fournie  par  l'expres- 
sion 

S«=a«(aî-a|)  +  ft«(p«-p|)  +  c'(YÎ--rn- 

Considérons  un  second  hyperboloïde  ayant  même 
centre,  mêmes  directions  d'axes  que  le  premier,  et  pour 
longueurs  de  ses  axes  des  quantités  a',  b\  d  telles  que 

a'«  — a2=ô'«— Z>>  — c>  — c'*=:X. 

Désignons  par  P'  et  Q'  les  points  correspondant  à  P 
et  Q,  c'est-à-dire  ayant  pour  coordonnées 

a?j=:a'a„     yj=:6'p3,     ^^rizc'Vî. 

La  relation  (3)  étant  vérifiée,  les  points  P  et  Q' appar- 
tiennent à  la  même  génératrice^  de  plus,  en  désignant 
par  8'  la  distance  P'Q',  nous  aurons 

Par  suite , 


:(aî-a5)4-(i3î-Pl)-(T?-ïî). 


Mais,  en  retranchant  (a)  de  (i),  on  voit  que  le  second 
membre  de  la  relation  précédente  est  nul^  donc 
FQ'=PQ. 

Donc,  si  l'on  considère  sur  le  premier  hyperboloïde 
un  quadrilatère  PQRS  et  sur  le  second  hyperboloïde, 
obtenu  par  la  déformation  du  premier,  le  quadrilatère 
FQ'R'S',  formé  par  les  points  F,  Q',  R',  S'  correspon- 


{ >>  ) 

dant  à  P,  Q,  R,  S,  ce  quadrilatère  est  tel  que 

FQ'znPQ,     Q'R'=:QR,    R'S'=RS,     S'F=:SP. 

Il  en  résulte  que  tout  quadrilatère  gauche  PQRS  peut 
se  déformer  sans  changer  la  longueur  des  côtés  suivant  le 
quadrilatère  correspondant  de  Thyperboloïde  homofocal. 

C.   Q.  F.  D. 


CONSTRUCTION  DE  L4  PARABOLE  OSCULATRICE  EN  ON  POINT 
D^UNE  COURBE; 

Par  m.  g.  KOENIGS, 
Élève  à  l'École  Normale  supérieure. 

Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant,  qui  est  bien 
connu  : 

Le  rayon  de  courbure  dans  la  parabole  est  égal  au 
double  du  segment  compté  sur  la  normale  à  partir  de 
son  pied  jusqu'au  point  oii  elle  rencontre  la  directrice. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe,  MT  la  tangente  et  C  le 
centre  de  courbure  ^  menons  une  corde  mn  parallèle  à  la 
tangente  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  m  et  n,  voi- 
sins du  point  M  \  considérons  la  parabole  eiFective  qui 
passe  par  les  points  m  et  /i,  et  qui  est  tangente  en  M  à  MT. 
I  désignant  le  milieu  de  m/i,  MI  est  le  diamètre  de  cette 
parabole  conjugué  de  la  direction  de  cordes  MT.  Cela 
posé,  faisons  tendre  mn  vers  MT,  la  parabole  tend  à  se 
confondre  avec  la  parabole  osculatrice,  et  MI  tend  vers 
la  tangente  MP  au  point  M  à  la  courbe  lieu  du  point  I. 

Ainsi  : 

Le  diamètre  de  la  parabole  osculatrice  en  M,  con-- 
jugué  do  la  tangente  MT,  est  la  tangente  au  point  M  à 


(  12  ) 

la  courbe  lieu  des  points  milieux  des  cordes  parallèles 
àMT. 

D'ailleurs,  si,  sur  la  normale  et  eu  seas  inverse  de  MC, 
nous  portons  une  longueur  MD  =  jMC,  nous  obtenons 
en  D  un  point  de  la  directrice  :  la  perpendiculaire  DH 
abaissée  surMP  est  donc  cette  directrice. 

On  aura  le  foyer  F  en  cherchant  sur  le  cercle  de 
centre  M  et  tangent  à  DH  un  point  tel  que  les  angles 
CMP  et  CMF  soient  égaux. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  D  UNE  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1879 
4U  CONCOURS  D  AGRÉGATION  POUR  L'ENSEIGNEMENT  SE- 
CONDAIRE SPÉCIAL^ 

Par  m.  Léonce  LEBRUN, 
Élève  au  Prytance  militaire  de  La  Flèche. 


Trouver  la  perspective  d'une  hélice,  le  tableau  étan 


perpendiculaire  à  son  axe  et  le  point  de  vue  S  étant  sur 
cet  axe. 


(   i3  ) 

La  perspective  d'un  point  M  se  trouve  sur  le  rayon  vi- 
suel MS,  dans  le  plan  du  tableau  et  dans  le  plan  diamé- 
tral du  cylindre  passant  par  M.  Ce  sera  donc  M^ 

La  tangente  à  la  courbe  perspective  sera  Tintersection 
du  plan  du  tableau  avec  le  plan  tangent  au  cône  le  long 
de  la  génératrice  MS.  Cette  tangente  en  M'  passe  donc 
par  la  trace  de  la  tangente  à  Thélice  en  M  sur  le  plan 
du  tableau.  Ce  sera  donc  M' T. 

Joignons  M'T  et  prolongeons  jusqu'à  la  rencontre  avec 
la  parallèle  à  AT  menée  par  O,  c'est-à-dire  jusqu'en  R  ^ 
je  vais  démontrer  que  OR  =  const. 

Les  deux  triangles  M' OR  et  M' AT  sont  semblables  et 
donnent 

0R_  OM' 
AT  ~  ÀM'  ' 

Les  deux  triangles  M'A  M  et  M' OS  donnent  de  même 

OM^  _  OS 

AM'  "~  AM  ■ 

Donc 

AT 
OR  nu  08^. 
AM 

Mais,  puisque  M  est  un  point  de  l'hélice, 

AT 

^=  const.; 

donc  OR  est  constant. 

Mais  remarquons  que  OR  est  la  sous- tangente  de  la 
perspective  de  Thélice  au  point  M'  si  O  est  le  pôle,  carR 
est  le  point  de*rencontre  de  la  tangente  avec  la  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur  menée  par  O. 

La  perspective  est  donc  une  courbe  telle  que  sa  sous- 
tangente  est  constante  :  c'est  donc  une  spirale  d'Archi- 
mède. 


(  t4) 


SOLUTION  rONB  QlIBSTiON  PROPOSÉE  BN  1876  AD  GON- 
GOIIRS  BNTRB  LES  CLASSES  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES 
DE  L  ACADÉMIE  DE  DOUAI  ; 

Par  m.  a.  HILAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


A,  B,  C,  D  étant  les  pieds  des  quatre  normales  à  une 
ellipse  donnée,  issues  d'un  même  point  P,  on  suppose 
que  le  point  P  se  déplace  de  manière  que  la  corde  AB 
consers^e  une  direction  constante,  et  on  demande  le  lieu 
des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC 
et  ABD. 

Soient  a^j^  -^b^x^ —  a^b^^^o  Téquation  de  rdlipse 
donnée,  y  —  mx  —  n  =  o  réquation  de  la  droite  AB 
dans  une  de  ses  positions-,  la  droite  CD,  si  elle  était  in- 
dépendante de  AB,  aurait  une  équation  de  la  forme 
^x-f-^j)^-f-r==o,  et,  en  admettant  que  p,  y,  r  con- 
tiennent implicitement  un  même  facteur  indéterminé, 
\'équation 

(i)  a*/*-!-^*^?'— a*6*-h(j^  —  mx  —  n)(j}x-^qy-^r)-=:o 

représenterait  une  conique  quelconque  passant  par  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D.  Pour  avoir  Téquation  véritable 
de  CD,  j'exprime  que  la  conique  (i)  se  confond  avec 
l'hyperbole  équilatère  qui  doit  contenir  les  pieds  des 
quatre  normales  :  il  suflSt  d'écrire  que  dans  l'équation  (i) 
les  coeflScients  de  x^  et  de  jr^  sont  nuls,  ainsi  que  le 
terme  indépendant. 


( 

i5) 

J'ai  ainsi 

a*  -h  ^  =  0, 

d'où 

q^  —  a}, 

6'—  mp^=  0, 

6» 

^       m 

a*6*-h  nr  ^o, 

n 

L'équation  de  CD  est  d 

onc 

b*  ,         a^b* 

—  X  —  a*  y =  o. 

G  et  ly  étant  les  points  symétriques  de  G  et  D  par 
rapport  au  centre  de  l'ellipse,  la  figure  CD  CI/  est  un 
parallélogramme  concentrique  à  l'ellipse,  et,  d'après  le 
théorème  de  Joachimstlial,  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABC  et  Â6D  passent  respectivement  par  les 
points  D'  et  C. 

Or  il  est  facile  d'avoir  l'équation  du  système  des  paral- 
lèles CD',  DC. 

En  eflfet,  l'équation  du  système  des  parallèles  CD,  CD' 
étant  évidemment 

fb^  ,    \«      a^ô* 

l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
de  rencontre  de  l'ellipse  et  de  ce  premier  système  est 

(a)  X(aV+^'^'-«*fr*)-[(^^-«v)-^]=o. 

J'écris  la  condition  pour  avoir  une  conique  du  genre 
parabole  : 

—  4-(a*— Xa*)    Xô* 5    —  o 


ou 


-  X«a«6«-h  X /^a*^^«  +  ^^  =  o. 


(  '6) 
Cette  condition  se  dédouble  en  \  =  o,  qui  donne  le 

système  CD,  C'iy,  et 7^  =  a^ H -y  qui  correspond  au 

système  Ciy,  DC. 

On  a  donc,  pour  équation  de  ce  dernier  système, 

— r-  V*  -h  O*  o'  ^'  -+-  2 J7  y  H ïj a^b^{a}'^ =  )  =  o , 

m^  ^  m      ^         n^  \         m}) 

ou,  en  divisant  tout  par  a*i^, 

(y         \«      a»ô'       /  ,       6*\ 
\7n         /  w*        \  m'y 

(£-)"-[K^)-^]=». 

OU.  en  posant 

<3,  „..  =  „.[(..^)_»-], 

(/  H"  m  j:)* —  /i'*=  o. 

D'après  cela,  l'équation  générale  des  coniques  circon- 
scrites à  l'un  des  quadrilatères  ABCD'  ou  ABDC  est 

a*j'H-  V^x^ — a* 6' -h  [a(/ — mx — /i)(jH-/na?dz/i'):=o. 

Cette  équation  représentera  un  cercle,  puisqu'il  n'y  a 
pas    de    terme    en    xy^    si    a* -f- jji  =:  i^ — [xm^,  d'où 

[jL  = ^ .  On  remplacera  |jl  par  sa  valeur  et  l'équa- 
tion ne  contiendra  plus  que  les  indéterminées  n  et  ri. 
Représentons-la  par 

(4)  /(a7,r)=.o. 


(  '7) 
Le  centre  est  donné  par  les  deux  équations 

(5)  /'(^)-o, 

(6)  /'(j)-=o, 

qui  contiendront  aussi  les  indéterminées  n  et  ti!\  donc, 
pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  n 
et  n!  entre  les  équations  (  5)  et  (  6  )  et  la  relation  (3  ). 

L'élimination  est  immédiate,  car  les  équations  (5) 
et  (6  )  ne  contiennent  n  et  n'  qu'au  premier  degré. 


SOLUTION  DB  LA  QUESTION  DE  K4THÉM4TiQIlES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AD  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1878; 

Par  m.  Carlos  MICHAUX, 
Élève  du  lycée  de  Douai  < classe  de  M.  Guillot). 


Les  droites  A'OA,  B'OB,  G  OC  sont  trois  axes  de 
coordonnées  rectangulaires  ;  on  suppose  Oh!  ^=  OA  =  «, 
OFrz^  OB  =  i,  0C=  OC  =  c. 

Déterminer  :  i^  le  lieu  des  axes  de  rév^olution  des  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré  qui  passent  par  les 
six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  -,  a**  le  lieu  des  extrémités  D 
de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  du  point  D  sur  le 
plan  AOB,  en  supposant  a'^c^b^  et  l'on  partagera 
la  courbe  en  arcs  tels,  que  chacun  d'eux  corresponde  à 
des  surfaces  de  même  espèce. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  pas- 
sant parles  six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  est,  en  suppo- 

Ann.  de  Mathémat,^  a*  série,  t.  XX.  (Janvier  i88i.)  ^ 


(  i8) 
sant  le  terme  indépendant  diflérent  de  zéro» 

a}       b^       c^  ^ 

Lorsque  la  surface  est  de  révolution,  l'équation 

-^  iByz  -\-  2B'xz  -\-  çkWxy^=^o^ 

qui  donne  les  plans  cycliques,  devient  Tune  des  équa- 
tions 

Ces  équations  représentent  les  plans  principaux  paral- 
lèles aux  axes  des  surfaces  considérées  ;  les  axes  seront 
donc  donnés  par  les  équations 


v/ï-^  -\/^  -\/ï 


ou 


a*  b^  c* 

En  éliminant  la  variable  S,  on  obtiendra  facilement  le 
lieu  des  axes  : 

C'est  un  cône  du  second  degré  rapporté  à  ses  axes  et 
sur  lequel  on  peut  placer  un  trièdre  trirectangle. 

Les  sommets  se  trouvant  à  l'intersection  de  l'axe  et 


(  >9  ) 
de  la  surface,  les  coordonnées  de    ses  points  doivent 
satisfaire  aux  équations 

ri  v«  -s  fi 


*  6*  c*  a*        b^       c* 

Z*  représentant  le  carré  de  la  demi-longueur  de  Taxe. 
Mais*  -T  -+-  Ti  H — ï  étant  un  invariant,  on  a 

'   /7*  h^  r^  ^ 


I  I  I  c 

ï;î-^ï?  =  ii  +  ^s, 


puisque  S  est  Tinverse  du  carré  du  rayon  du  parallèle 
dont  le  plan  passe  par  le  centre. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  les  équations  (i) 
deviennent 


j?'                y* 

5* 

a*                b^ 

Ti-s 

En  éliminant  S,  on  obtiendrait  aisément  les  équations 
du  lieu^  mais  il  est  préférable  de  construire  immédiate- 
ment la  projection  sur  le  plan  des  xy^  au  moyen  de  la 
variable  auxiliaire  S. 

Pour  partager  en  arcs  correspondant  à  des  surfaces 
de  même  espèce,  nous  remarquons  d'abord  que  des  el- 
lipsoïdes et  des  hyper boloïdes  à  deux  nappes  peuvent 
seuls  donner  des  points  réels  ^  nous  distinguerons  ces 
deux  surfaces  par  le  signe  de  S,  S  étant  négatif  pour  des 
hyperboloïdes  et  positifs  pour  des  ellipsoïdes,  puisque  le 
parallèle  dont  le  plan  passe  par  le  centre  est  imaginaire 
dans  le  premier  cas  et  réel  dans  le  second. 


(  -^o  ) 
On  construit  facilement  les  deux  courbes  que  Ton  ob- 
tient en  supposant 


2  I  I 

Xî  ^  ^  "*"  ^' 


'2  I  1 

fi*  /j*  r'* 


Ellipsoïdes. 
Hyperboloïdes. 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


SOLUTION  Dl  L4  QUESTION  DE  MATHÉMVTIQUES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1879; 

Far  m.  J.  GRIESS, 

Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


On  donne  un  hyperboloïde.  Par  un  point  P  pris  dans 
le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  on  mène  une  parallèle  à 
une  génératrice  quelconque,  et  l'on  considère  le  cylindre 
de  révolution  qui  aurait  pour  axe  cette  parallèle  et 
passerait  par  la  génératrice.  Ce  cylindre  coupe  l' hy- 
perboloïde suivant  une  courbe  qui  se  projette  sur  le 
plan  horizontal  suis^ant  une  courbe  du  troisième  degré. 
Cette  courbe  du  troisième  degré  possède  un  point  double 
dont  on  demande  le  lieu. 


(2,    ) 

Soient  a,  ^  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport 
au  centre  ,de  Thyperboloïde.  L'équation  de  l'hyperbo- 
loïde  étant 

^    .z!  _  ?!  _ 

les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont 

I'  X         ,            z 
—  =  sin  9 cos  <p  y 
^     a             ^       c       '^ 


|^^r=cosç-h-sinç. 


Prenons  le  point  P  pour  origine;  ces  équations  de- 
viennent 


i  1,1 


I=iO, 


a 


1=  sin© cos 


,p_     coscp, 


• — -— î-  =z  co^o  H — sin®, 
o  c        * 

Les  équations  d'une  parallèle  menée  par  P  sont 

.V  z  Y       z   . 

~  — cos»,     V— ~sino. 

a  c        '        b       c       '      '        ' 

ou 

X  Y  z 


—  a  cos 9       6  sin©       c 

Pour   former  l'équation  du  cylindre,  prenons  une 
sphère  dont  le  centre  est  l'origine 

j:r«  -h  j«  4-  5*  —  p*  ---  o , 

et  écrivons  l'équation  du  cylindre  circonscrit  suivant  le 
plan  diamétral  perpendiculaire  à  la  génératrice.  L'équa* 
tion  de  ce  plan  est 

—  «o;  costp-+- 6/ sînîp-h  C5  =io, 


et  celle  du  cylindre  sera 

—  {ax  cos©  —  by  sincp  —  cz^z^z  o. 

Le  rayon  p  de  cette  sphère  sera  la  distance  du  point  P 
à  la  génératrice  de  Thyperboloïde.  Or,  la  distance  d'un 
point  {x\  y^  z)  k  la  droite 

a::rzaz-hp,     r:=bz-^q 

est  donnée  par  la  formule 

(x  —  az  —  py-^(y  —  bz  —  qy  -^[b{a-—p)~a{y  —  q)y 
.        a^-r-b*-hi 

Comme  P  est  l'origine,  cette  formule  se  réduit  à 

p^-hq^  -^  (bp-agY 

En  mettant  les  équations  de  G  sous  la  forme 


x^=:.a  sin',p  —  a cos©.^, 

c 

y^=^b  cos©  —  ^  -\ —  sintp.  w, 
l'expression  de  p^  sera  donc 

(a  sinç  -  a)'-^-  (6  cosç   -p)'  r-    -sinç(a  sinç—  a)  -h-cos»(ft  cosç— P) 
a"  cos'ç-i-6*  sin'9 

c'[(asin?     a)'-    (6  rosy— P)']  =  f  6  siny  (a  sino— a)-   a  0059(6  cosy— P)]* 

a"cos*ç -:- ô'sin'o  4- c' 
c'[(q  siny    -  a)     -    (6  cosy  -  -p)']-!-  (g6  — 6a  sino—  a^  cosy)' 
a*  cos*9  -H  b*  sin'ç  -+-  c* 

Le  point  double  étant  la  projection  de  deux  points  de 
la  courbe  situés  sur  la  même  verticale,  il  est  clair  que  le 
milieu  de  cette  corde  appartiendra  aux  deux  plans  dia- 
métraux conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux 


(a3) 
surfaces.  Dans  Thyperboloïde,  ce  plan  diamétral  est  le 
plan  de  Tellipse  de  gorge.  Dans  le  cylindre,  il  sera 
donné  par  Téqualionyï'  =  o.  Il  est  clair  que  dans  le  cas 
actuel  l'intersection  des  deux  plans,  étant  située  dans  le 
plan  de  projection,  ira  passer  par  le  point  double. 
On  a 

fl  ■=:  z{à^  cos*tp  -h  b*  sin'cp  •+-  c*) 

-+-  'ic^ax  cos^  —  by  sincp  —  cz)  =  o. 

En  faisant  dans  cette  équation  z  =  o,  on  aura  la  droite 

cherchée  :  c'est 

ax  cosîp  =  by  sin©. 

On  voit  qu'elle  est  perpendiculaire  à  la  projection  de 
la  génératrice  donnée. 

Concevons  maintenant  qu'en  tous  les  points  de  cette 
droite  nous  élevions  des  perpendiculaires  ;  quand  nous 
arriverons  au  point  double,  la  perpendiculaire  corres- 
pondante rencontrera  les  deux  surfaces  en  deux  points 
communs,  situés  d'ailleurs  symétriquement  par  rapport 
au  plan  des  xy.  Les  équations  aux  z  des  points  d'inter- 
section de  cette  perpendiculaire  avec  les  deux  surface  de- 
vront donc  avoir  les  mêmes  racines.  C'est  en  écrivant 
cette  condition  que  nous  aurons  le  lieu. 

Une  perpendiculaire  au  plan  des  xy  en  un  point  de 
la  droite 

X      y 

b  sincp      a  coscp 
a  pour  équations 


b  sine 


X, 


X  variant  à  mesure  que  le  point  se  déplace  sur  la  droite. 
On  tire  de  là 

^LTz^X  sincp,     jT— aXcoscp. 

Remplaçant  a:  et  y  par  ces  valeurs,  l'équation  de  l'hyper- 


c 


(M) 

boloïde  devient 

"^    "H  ^'  "^  ^i^^  M' 

Portant  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équation  du  cylindre, 
il  vient 

(6«X«  sin»©  -+-  a'X*  cos'ç  -h  5«  —  p«) 
X  (a*  ces'©  -h  b^  sin*ç  -H  c*) 
—  {abX  sinçp  cos(j>  —  a^X  sinç  cos<p  —  c*5)*  ^=:  o 
ou 

5* (a*  cos'?p  -h  b*  sin*cp) 

=  p*(a*  cos'p  -+-  b*  sin*©  -h  c') 

—  X*(6*  sin*cp  -h  a*  cos*cd)  (a*  ces*©  -^  6*  sîn*cp  -h  c-). 
Or, 

p*(a*  ces*©  -h  6*  sin'cp  -h  c') 

—  c'[(a  siiKp  —-a)»  H-  (6  cosîp  —  p*] 
-+-  {boL  sin?p  -h  «P  coscp  —  a^)*. 

Remplaçant  et  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  z-  sont 
égales,  il  vient 

^  r(6X  sin<p-4-a)*       (aX  cos<p-hp)*         1 
L  â^  "^  b*  'J 

_c*[(g  sincp  — a)«-^(6  cpstp  ^P)«]-h(ap  roscp-h  boi  siny  —  g6)' 
a*  cos^ïp  -h  ^'  sin*^ 
-—  X*(a*  ces*©  H-  6*  sin*<p  +  c*). 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en  X.  U  semble 
donc  que  sur  cha][ue  droite  d'intersection  des  plans  dia-> 
métraux  il  y  ait  deux  points  doubles,  ce  qui  est  impos- 
sible dans  une  courbe  du  troisième  degré. 

Or,  considérons  le  point  A,  projection  du  point  P  sur 
la  projection  horizontale  G'  de  la  génératrice.  Si  en  ce 
point  j'élève  une  perpendiculaire,  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  génératrice  G  et  sa  symétrique  en  deux 
points  qui  sont  aussi  situés  sur  le  cylindre.  Donc  une 


(25) 
des  valeurs  de  X  correspond  au  point  A  et  l'autre  corres- 
pond au  point  double.  Nous  pouvons  trouver  la  valeur 
de  X  relative  au  point  A.  Ce  point  est,  en  effet,  défini  par 

les  équations 

X  y 

: -=. : ) 

b  sincp      a  coscp 

(j7-f-a)sin©       (j' -4-P)  cos?p 

a  b 

En  écrivant  que  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
droites  satisfait  aux  équations 


b  sin^       a  cos^ 


•^         ^-:X, 


nous  aurons  la  valeur  de  X.  En  éliminant  x  ely  entre 
ces  deux  dernières  et  la  seconde  des  premières,  on  a 

(6X  siu'f -+-a)sinîp       (aX  cos«p -4- p)  ces© 
a  b 

X(6'  sin*©  -h  a*  cos*©)  ^=zab  —  b%  sincp  —  a^  coscp, 

ab —  bd  sincp  —  ap  coscp 

a^  cos*cp  -I-  6*  sin*<p 

Si  donc  nous  retranchons  cette  valeur  de  la  somme 
X'-4-  V  fournie  par  Téquatioa  du  second  degré,  il  nous 
restera  la  valeur  de  X  relative  au  point  double.  Cette 
équation  du  second  degré  s'écrit 

A* 

-7Tï(«*6*  cos*<p  4-  6*  a'  sin'cp  -f-  6*c'  sin*^  -h  a*c*  cos*cp  4-  a*ft*c*) 
>    .  fbd  sin©       a 3  cos©*\ 

La  valeur  cherchée  est  donc 

2C*(6®a  sino  ~i-  <ij'p  ces©) 


A=i 


a*b*(a*  ces* ©-h 6*  sin*tp) -hc*(a*  cos^^ç  h- 6*  sin*«p-ha*6*) 
ab  —  boL  sin 9  —  a^  coscp 
6*  sin*©  -f-  a*  cos*cp 


(26) 

.    Il  suffit  maintenant,  pour  trouver  l'équation  du  lieu, 
d'éliminer  leUf  entre  cette  équation  et  les  équations 


ft  sino       a 

cos^ 

On  tire 

de  ces 

dernières 

ÛC 

a 
çôso 

b 
smcp 

=-Vï 

En  posant 

''         :zzX 


on  a 

.         A*         .  ax  br 

ab  ^         k  *        k 

En  substituant  dans  la  valeur  de  \  il  vient 


* 


('■'¥*  "-f'i) 


aar  by 

ab  —  ^^-t:  —  ^r^ 

Multiplions  par  -r  et  divisons  haut  et  bas  par  ai. 


I  -f- 


k 


OU  bien 


•  •  ^:-  O, 


-^-(a^b*  -f-  a»c*  -h  ^»«c*)A  ^^  o. 


(^7) 
Faisons  passer  k  dans  le  second  membre,  élevons  au 
carré  et  divisons  par  (a^i^c^)^;  il  vient 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré  possédant  un  point 
double  à  rorîginé. 

A'ote,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugcl. 


SOLUTION  W  U  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1879,  POUR 
L'ADMISSION  A  L ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE; 

Par  m.  J.  GRIESS, 
Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


Etant  donné  un  tétraèdre  OABC  défini  par  l'angle 
trièdre  O  et  les  longueurs  4^,  ^b^  /^c  des  trois  arêtes 
OA,  OB,  OC  : 

1®  Démontrer  que  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  dia- 
mètres conjugués  les  trois  droites  qui  joignent  les  mi-, 
lieux  des  arêtes  opposées  deux  à  deux   est  tangent 
aux  six  arêtes  du  tétraèdre. 

a®  Trousser  l'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de 
Vhjperboloïde  engendré  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  sur  trois  droites  menées  l'une  par  le  milieu 
de  OA  parallèlement  à  OC,  la  seconde  par  le  milieu 
de  OC  parallèlement  à  OB  et  la  troisième  par  le  mi- 
lieu de  OB  parallèlement  à  OA. 

3"  Par  chacun  des  points  ou  la  droite  mobile  perce 
la  surface  de  l'ellipsoïde,  on  mène  un  plan  parallèle 
au  plan  tangent  en  Vautre  point  :  démontrer  que  ces 


(  28) 
deux  plans  passent  pdt*  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  trou- 
ver le  lieu  de  leur  intersection. 

i®  Soient  S,  P,  M  les  milieux  des  arêtes  OA,  OB,  OC 
et  R,  Q,  N  les  milieux  des  arêtes  BG,  AC,  AB  (le  lec- 
teur est  prie  de  faire  la  figure).  Considérons  l'ellipsoïde 
qui  a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  MN,  PQ,  RS 
quise  coupent  en  K;  je  dis  qu'il  est  tangent,  par  exemple, 
à  BC.  En  effet,  le  plan  MPQN  contient  deux  diamètres 
conjugués  de  RS  ;  c'est  donc  son  plan  diamétral  conju-* 
gué,  et,  par  suite,  le  plan  tangent  en  R  est  parallèle  à 
MPQN.  D'ailleurs,  MP  et  QN  sont  parallèles  à  BC-,  BC 
est  donc  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  de  RS,  et, 
par  suite,  elle  est  contenue  dans  le  plan  tangent  en  R. 
Donc  BC  est  tangente  à  l'ellipsoïde.  Remarquons  que,  si 
l'on  cherche  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  ABC, 
ce  sera  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
en  leurs  milieux. 

Formons  l'équation  de  l'ellipsoïde.  Les  équations  des 
trois  plans  diamétraux  sont  : 

MNPQ...  cy  ~\-  bz  —  26c  =  o, 
PQRS...  bx~\-ay  —  2^6^=0, 
MRSN. . .      ex  ^  az  —  2ac  =  o. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  sera  donc  de  la  forme 

{CY  -v-  bz  —  1  bc)        (c.r-4-  gJ  —  2ac)' 

(  bx  -h  ay  —  labY 

T* 
Exprimons  que  cette  surface  passe  par  M,  x  =  o,  )=  o , 
s=  2C,  il  vient 

ka^b^—^^, 
on  aurait  de  même 


(^9) 

de 

sorte* 

que  réquatîon 

devient 

i£ 

y  -^   bz  —  ^bcV 
^b^c^ 

(cû^  ~\-  az  — 
(ba^  -h  ay  -^ 

Remarqaons  qu'elle  admet  pour  centre  le  point  [a^b^c)\ 
transportons  l'origine  en  ce  point  :  Téquation  devient 


(i--^)'-^(f--^iV+(f+fy=--^ 


.r* 

r« 

-s 

yz 

œz 

xy 

— 

-h 

-H 

— 

4- 

-\- 

— 

-\- 

a- 

b^ 

c^ 

bc 

ac 

ab 

ou  bien 


2<»  Menons  les  trois  droi les  MR,  PN,QS  qui  doivent  être 
les  trois  directrices  de  rhyperboloïde.  Je  remarque  que  la 
droite  MQ  qui  rencontre  MR  et  QS  est  parallèle,  à  PN  ; 
c'est  donc  une  génératrice  du  second  système.  Il  en  est 
de  même  des  droites  NS  et  PR.  Remarquons  que  les  plans 
tangents  en  M  et  N,  P  et  Q,  R  et  S  sont,  par  conséquent, 
parallèles  deux  à  deux;  l'hyperboloïde  a  donc  le  même 
centre  que  l'ellipsoïde. 

Cherchons  la  section  de  cet  hyperboloïde  par  le  plan 
ABC  ;  elle  contiendra  les  trois  points  R,  Q,  N.  La  tan- 
gente en  Q  est  l'intersection  du  plan  tangent  en  ce  point 
avec  la  face  Â6C.  Or  ce  plan  tangent  est  le  plan  des 
droites  MQ  et  QS,  c'est-à-dire  la  face  OAC.  La  tan- 
gente est  donc  AC.  On  verrait  de  même  que  les  tangentes 
en  R  et  N  sont  les  droites  BC  et  AB,  Donc  la  section  est 
l'ellipse  inscrite  dans  ABC  et  tangente  aux  milieux  des 
côtés. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  qu'on  a  obtenu 
pour  l'ellipsoïde,  on  voit  que  les  deux  surfaces  ont  cette 
ellipse  en  commun,  et  par  suite  se  pénètrent  suivant 


(3o) 
deux  courbes  planes.  La  seconde  est  une  ellipse  ég^e  à 
la  première  et  symétrique  par  rapport  au  centré  K.  Elle 
est  circonscrite  au  triangle  MPS. 

Cherchons  l'équation  de  Thyperboloïde.  Un  plan  pas- 
sant par  MR  aura  pour  équation 

-  —  2  c  -h  X  x  T-  o  ; . 

un.  pLuQL  passant  par  QS^ 

jr —  2a  4-  Xj^  —  o. 

Exprimons  que  la  droite  définie  par  œs  deux  équations 
rencontre  PN, 

on  trouve 

aX  —  6XXi  —  c  rzz  o. 

D'ailleurs  ) 

A  —  >       Ài  —  j 

X  y 

on  a  donc 

2C  —  Z         ,    2C  —  z  ia  —  X 

a b ciri  o. 

X  X  y 

Transportons  l'origine  au  centre  û,  J,  c  : 

a{y'\'  b)(c  —  z)—  b{c—z){a  —  x)  —  c{x-{'a){y'hb)~o. 

Eflectuant  et  divisant  par  abc,  il  vient 

Yz       xz       xy 
bc       ac        ab 

Ajoutons  cette  équation  à  celle  de  l'ellipsoïde^  il  vient 

(X  Y  zy 

\a        b         cj 
ou 

X        Y        z        , 
abc 


(3i  ) 
L'întersectîon  se  compose  donc  bien  de  deux  courbes 
planes  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Pour  démon- 
trer que  ce  sont  les  ellipses  circonscrites  à  MPSetRQN, 
menons,  par  K,  IH  parallèle  a  OC,  rencontrant  en  I  la 
face  ABC  et  en  H  la  face  OAB  ^  on  a 

ik  —  —  -^  —  —  -c 

2      ~"     2  4 

On  aurait  de  même,  sur  des  parallèles  menées  par  K  aux 
deux  autres  axes,  les  longueurs  a  ei  b.  L'^uation  da 
plan  ABC  ou  RQN  est  donc 

O'  V         z 

abc 

3®  Soient  Xi  yy^  yZt ,  x^,  j  j,  Za  les  coordonnées  des  points 
de  rencontre  de  Tune  des  génératrices  de  Thyperboloïde 
avec  l'ellipsoïde.  Le  plan  mené  par  le  premier  point 
parallèlement  au  plan  tangent  au  second  a  pour  équa- 
tion 

La  condition  pour  que  ce  plan  passe  par  le  centre  est, 
en  prenant  les  équations  rapportées  à  K  comme  origine, 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  (/dési- 
gnant le  premier  membre  de  l'équation  de  rellipsoïde), 

a  \  a  b  ^^  c  ) 

b  \  b  a        c  J       c  \  c         a        b  J 

Remarquons  que  les  deux  points  considérés  appar- 
tiennent à  l'intersection  des  deux  surfaces  et  sont  situés 
l'un  dans  le  plan  RQN,  l'autre  dans  le  plan  PMS.  On  a 
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donc 


(2)  .         ^^îi  +  h^-,. 

^    '  abc 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  la  condition  ci-des- 
sus peut  s'écrire 

(3)  il-p  +  iVp  +  îlii=.. 

^  a*  6*  c* 

Exprimons  maintenant  que  les  deux  points  considérés 
sont  sur  une  même  génératrice  de  Thyperbolpide.  Pour 
cela,  il  suffira  d'exprimer  que  le  point  (x2,j^2,  ^a)  est 
dans  le  plan  tangent  àThyperboloïde  au  point(jri  iJ^d  ^i)- 
Ce  dernier  a  pour  équation 

a\b         c  J        b\  a         c  J       c\n         b  J 
et  la  condition  demandée  sera 

^    '  ab  ac  bc 

Faisons  maintenant  le  produit  des  équations  (  i)  et  (a), 

a*  b^  c*  ab 

.r,  G,  -4-  .r,  Cj         Vî  -1  -h  .r,  .Sj 
ac  bc 

Tenant  compte  de  (4),  cette  relation  s'écrit 

a»     "^     6*     "^     c»     " 
On  retrouve  la  condition   (3).   Comme  celle-ci  n'est 
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qu'une  transformation  de  la  relation 

cette  dernière  est  elle-même  vérifiée.  D'ailleurs,  on  aura 
aussi,  par  symétrie, 

•^«/x.  -  'r-  fi/y,  +  ^«/;.  --=  O. 

Donc  le  second  plan  passe  aussi  par  le  centre. 

L'intersection  de  ces  deux  plans  a  donc  pour  lieu  un 
cône  dont  le  sommet  est  au  centre.  Je  dis  que  ce  cône  est 
du  second  degré.  En  effets  si  nous  considérons  l'inter- 
section des  plans  tangents  en  {xi^y^  Zi)  et  (j:^2îJKaî  ^2)1 
cette  intersection  est  la  conjuguée  de  la  génératrice  qui 
passe  par  ces  deux  points,  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 
Donc  elle  s'appuie  constamment  sur  trois  droites  fixes 
qui  sont  les  conjuguées  des  directrices  du  premier  hy- 
perboloïde,  et,  par  conséquent,  le  lieu  de  cette  droite 
est  aussi  un  hyperboloïde,  ayant  le  même  centre  que  le 
premier.  Le  lieu  cherché  n'est  autre  chose  que  le  cône 
asymptote  de  cet  hyperboloïde. 

Pour  trouver  son  équation,  prenons  d'abord  les  équa- 
tions des  conjuguées  des  directrices  primitives.  Pour 
cela,  il  sufBt  de  chercher  les  plans  tangents  aux  extré- 
mités de  MR,  de  PN,  de  QS  : 

I    .r         y 
]  a        b 


(I) 


(2) 


V 

X 

a 


4, 


—  o, 


ï  :r       r       , 


V  z 

^  4-  -  —  o, 


(3) 


b 

Ànn,  de  Machém.,  2«  série,  t.  XX  (Janvier  1881). 


ë-^- 
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Une  droîte  s'appuyant  sur  (i)  et  (3)  a  pour  équa- 
tions 

y        z  (x       z         \ 

b        c  \ci        c         ] 

Pour  exprimer  que  celte  droite  rencontre  la  droîte  (2), 
retranchons  ses  équations  Tune  de  Tauire  : 

Tenant  compte  de  (2), 


4-4X 

--  4  {x  --  0, 

I  -    X  ■ 

-   [A  ^^  0. 

Éliminant  X  et  |a, 

^----4 

y     ^ 

b        c       ^ 
X         r 

a        c 
a        C 

ou 


Transportons  l'origine  au  point  (a,  i,  c)  et  effectuons  : 
il  vient 

.r^         v^        z''        3.rz        :Uz        3xy        , 

-V  4-  -.-T   -h  —  H r-  -7 1 7-    +4=0. 

a^         0'         c^         ac  bc  ab 

L'équation  du  cône  est  donc 

^''        r^        z'^        3.7'j        3  v^        3. ri' 
a^        b^         c-         ac  bc  ab 

Il  passe  par  Tintersection  de  rellîpsoïde  et  de  l'hyper- 
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boloïde,  car,  si  Ton  retranche  de  son  équation  celle  de 
TelUpsoïde,  on  trouve,  en  divisant  par  a, 


œz       xy       yz 
ac       ah        oc 

C'est  Téguation  de  Thyperboloïde. 

Note.  —  MM.  F.  Lebreton  et  L.  Mandrillon,  élèves  du  lycée  de 
Besançon  (classe  de  M.  Crétin),  ont  envoyé  deux  excellentes  solu- 
tions, Tune  analytique  et  l'autre  géométrique.  M.  E.  Estienne,  élève 
du  lycée  de  Bar-le-Duc,  envoie  aussi  une  très  bonne  solution  géomé- 
trique, et  M.  A.  Leinekugel  une  solution  analytique. 


SOLUTION  D'ONK  QUESTION  DE  LICENCE 

(faculté  de  PARIS,    1875): 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 
Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


Déterminer  une  courbe  (c)  telle  que  si  l'on  forme 
une  de  ses  transformées  (C)  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques relativement  à  un  pôle  donné  O,  les  rayons 
de  courbure  en  deux  points  correspondants  m  et  M  des 
deux  courbes  (c)  et  (C)  soient  dans  un  rapport  donné. 

Donnons  d* abord  une  expression  simple  du  rayon  de 
courbure.  On  a 

_   ds  ds 

^'^di'~^W^hd\' 

OL  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  Taxe  polaire  et  V 
l'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  5  mais 

-,       dr        .    -,       rd^ 
ces  V  1=  -7- ,     sin  \  ---  — z- , 
ds  ds 


(  36) 
d'où,  en  éliminant  ds  et  ^Q, 

dr  rdr  rdr 

^      cos\ d^  ~\- cos\ d\      sm\ dr -]- r cos\ dV  ~'  d.r  sin\ 

Celte  expression,  ou  encore,  en  appelant  p  la  distance 
de  la  tangente  à  l'origine,  p  ==  --r-  j  est  celle    que  nous 

voulions  obtenir. 

Si  Ton  désigne  par  K  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure aux  points m(r,  8),  M(R,  8),  l'équation  de  condi- 
tion sera 

rdr      __    KRdR 
^'^  d.rsin\  ""rf.RsinV' 

en  remarquant  que  les  angles  V  en  ces  deux  points  sont 
supplémentaires . 

On  a  d'ailleurs,  par  définition, 

d'où 

r  r* 

Substituant  dans  Téquation  (i),  elle  devient 

rdr       __  Ka'^dr 

d.r  sinY  "~         ,  ,   «'    .    xr 
r^d,  —  smV 
r 

On  tire  de  là 

d.sinW r' — Ka'       »   _       dr  2 rdr 

sinV    ■"rCr^-f-Ka*)  7"  "^  r'+Ka»' 

et,  en  intégrant, 

log  sîn  V  z^  -  logr  -h  logC(r*4-  Ka*) 

ou 

.   ..      Cfr*-f-Ka') 
smV=: 


(37) 
Égalant  celte  valeurde  sînVà  celle  — don- 

y    ^ 

née  plus  haut,  on  aura  l'équation  différentielle  de  la 
courbe, 

r  _C(r«^-Ka«). 


d'où 


(2)  -T^d^— /  ^  •> 

G  rvV»--G«(r«-hKa«)« 

I    ,-,  rdr  -,    ,  dr 


^      ~  vV«— C«(r«  +  Ka»)«  r  y' r» — G* (r«  +  K a*)» 

Le  premier  terme  du  second  membre  peut  s'écrire 

2Ci/-K«a*+(^— 2Ka«Vr»)-(r*)» 

l'intégrale  est 

I                I  — 2KC*a»— 2CV« 
—7^  arc  CCS — • 

Le  second  terme  peut  se  mettre  sous  une  forme  ana  - 
logue,  après  avoir  divisé  haut  et  bas  par  r'  : 

I  d{r-^) 


2G 


V^-Kt^râ(ci-^'^«')('--')~(''-')' 


On  trouve,  pour  l'intégrale, 


I  I  — 2KC»a*— 2K«a*G«r~' 

-7^  arc  cos -====rrz 

2C  v'i-4Ka»G« 


(38) 
On  aura  donc,  pour  rintégrale  de  Téquation  (2), 

,^      ^,  I  — aKC«a«— aC«r« 

2(6-— 6o)  =  arccos 


I  — 2KC«a«-2K«a*C«/-« 

—  arccos : > 

v/i-4Ka«C 

60  étant  la  constante  d'intégration. 

En  prenant  les  cosinus  des  deux  membres^  on  trouve, 
après  des  transformations  connues, 

,,      ,  ,       —  2K«a*C«-h  r«—  2CV* 

COS2(e-eo)-  ^^_^;^^>^,)^, 

ou 

C»r*—[sin«(e  — eo)-h2Ka»C»  0082(8  — eo)]r» -h  K«a*C«^-o. 
Telle  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 


RÉDUCTION  DE  DEUX  POLYNOMES  HOMOGÈNES  DU  SECOND 
DEGRÉ  A  DES  SOMMES  DE  CARRÉS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES. 

Soient y=:  S  aijXiXj  et  gf  =  UbijXiXj  deux  polynômes 
homogènes  du  second  degré  à  n  variables  Xi  ,^2, .  . .  0:^  ; 
nous  supposons,  comme  on  a  Thabitude  de  le  faire,  que 
Ton  a  entre  les  constantes  a,  b  les  relations  aij=aji  et 
hij  =  bji  poiu»  toutes  les  valeurs  i,  2,  3, . . .  ,7i  de  i  et  7. 
Posons 

1^1  —  Yiiji  -^  Yn/s  4-  . . .  -h  Yl«7n» 
^1  ~  Yll7l  -^  Y"7«  +  .-.-+-  ttnyny 
1 
^n  --  Yl«/i  -+-  Y««7«  -H  ...  -H  tnnj'n, 


•        (  39  ) 
les  Y  désignant  dans  ces  formules  des  coefficients  indé- 
terminés et  j^j,  /s, . . .  ,X«  de  nouvelles  variables.  Les 
fonctions  y,  g  se  transformeront  en  des  fonctions  de 
j^4,j^  j,  . . .  ,j^rt  données  par  les  formules 

/- £a/y(Yn/i4-Y/îJi-H  •  •  •-^-T//»/«)(Tyiri  +  -  •  --^Ty/./»)» 
^  =  2:6,y(Y,i7i  -t- Y,i7,H- . . .  r- Y/«r/i)(ïyiri  -+-Ty»  •  ••:-/«)> 

que  l'on  peut  aussi  écrire 

/=  ^«oï'>ïyv/»^/v,    ^ ^  2 6/y T/>ïyv/>*/v, 
de  sorte  que,  si  Ton  pose 

(2)  2«i7Y/iiïyv^o, 

(3)  SÔ/yY/j^Yyv  — o, 

(4)  2a,yY'j*Yyi-~Att> 

(5)  26,7Y/i*Tyii^"BpL, 

[X  et  V  étant  supposés  fixes  sous  le  signe  S,  on  aura  sim- 
plement 

/—  ^^i/î  -+-  ^î/î  -I-  ...  4-  A„7*, 

^.=.B,jKÎ-+-B,jî  H...H-B„jî. 

Si  Ton  parvient  à  résoudre  les  équations  (  a)  et  (3  )  par 
rapport  aux  y/y?  les  fonctions/et  g  pourront  être  ramenées 
à  des  sommes  de  carrés  au  moyen  du  changement  de 
variables  représenté  par  les  équations  (  i  ).  Pour  résoudre 
ces  équations,  nous  procéderons  comme  il  suit  :  soient 
fi[x^^X2'i . .  "iXn)  lademi-dérivéede^relative  àjc,, etg'/ 
la  demi-dérivée  de  g^  relative  à  la  même  variable-,  les 
équations  (2)  et  (3)  peuvent  s'écrire  respectivement: 

(2  bis)  ïi^/i(Tiv»Y»v,  •  •  .,ï«v)-^ÏJjf/2(Tiv,Tîv, . .  .,7/iv)-H  .  .  •  --^0, 

Ci  bis)  Tipi^i(ïiv,Ysv, . .  .,T«v)-t-Yîi*^î(ïiv,Yjv, .  •  .,Y«v)-H  . .  .  =  0; 

et,  comme  elles  ont  lieu  pour  [x  =  1 ,  2,  3, . . . ,  /i,  il  faut  en 


conclure 


(4o)       • 

^i(Yiv,Yïv,...)      5't(Tiv,Yjv,...) 


pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  3, . . .  ,/c  de  v.  Égalons  ces 
rapports  à  une  nouvelle  indéterminée  X,,  nous  aurons 


(6) 


/l(ïlv,T2v,...)  — ^v^i(T|v,T»v,...)~0» 

1  /i(Yiv,Yiv,  . . .)  —  ^v^j(yiv,Yîv,.  . .)  =  o, 


Ces  équations  détermineront  les  quantités  y  qui  portent 
le  second  indice  v.  Effaçons,  pour  simplifier,  cet  indice^ 
on  pourra  les  écrire  comme  il  suit,  en  remplaçant 
/,,/,,  . . .  ,g^4,g^,, . .  .  par  leurs  développements  : 


(7) 


4-  (ai,  —  X6iï)Y,-i-  .  ..-h  (au 


■>v6|„)y„"-o, 


{ani—'kbnx)yx 

-H(a«j— X^?„2)Y2-t-. . .-+-(«;,«  — X6«;,)y/i  --0. 


Commençons  par  éliminer  74,^21 
Téquation  du  /z^*"**^  degré  en  "k 


^> 


nous  aurons 


(8)  A  = 


«11—^^11     ctit  —  lbit 


Clni—^àn       a  ni—  "kbni 


Oin — X^I/i 


Cliin—^bn 


Sironappelle)^i,X2, . .  .,X;,  les  racines  de  cette  équation 
et  si,  dans  les  formules  (7),  on  remplace  successivement  \ 
par  )m))^i?  •  •  •  f^n-i  elles  feront  connaître  les  valeurs  des 
rapports  Y<  •  T^  •  T»  •  '  •  •  '  *^  ^'^*^  ^^  donne B| ,  B2,  - . . ,  B,,, 
les  formules  (4)  achèveront  de  déterminer  les  y/y. 

Multiplions  alors  la  première  formule  (7)  par  yi,  la 
seconde  par  ya,  etc.,  et  ajoutons,  nous  aurons 


(4.  ) 

donc 

de  sorte  que 

(9)  ^  =  B,7ÎH-B,7Î  +  ...-i-B,jî, 

(10)  /^BiX,jî-+-B,X,jî^...^B,X„7Î; 

y  et  g  sont  ainsi  ramenés  à  des  sommes  de  carrés  par  une 
même  substitution  linéaire. 

Mais,  pour  que  les  calculs  que  nous  venons  d'esquisser 
conduisent  à  un  résultat  admissible,  il  faut  :  i^que  l'équa- 
tion enX  ait  efTectivement/z  racines^  a^  que  les  équations  (7) 
soient  compatibles^  3**  que  Ton  puisse  effectivement 
choisir  arbitrairement  61,62,...,  c'est-à-dire  que  les 
^(Yiv,Yflvv  . .)  ne  soient  pas  identiquement  nuls^  4^  que 
la  substitution  (  i  )  soit  réversible,  c'est-à-dire  que  les  y 
puissent  se  calculer  en  fonction  des  x,  c'est-à-dire  que  les 
fonctions  transformées  (9)  et  (10)  soient  comme  les 
proposées  des  fonctions  de  n  variables,  ce  que  nous  sup- 
poserons j  cela  revient  à  admettre  que  les  fonctions^ et  g 
ont  des  discriminants  différents  de  zéro,  et  nous  l'admet- 
trons effectivement  jusqu'à  nouvel  ordre. 

DÉMOIîSTRATION  d'uIC   LBMME. 

Si  l'équation  A  =  o  admet  pour  racine  simple  la 
quantité  \  les  mineurs  de  A  ne  seront  pas  tous  nuls  et 
la  quantité  g  {'{i^^i^ . . .  )  sera  différente  de  zéro;  si,  au 
contraire,  les  mineurs  de  A  n'étant  pas  tous  nuls,  A  =  o 
admet  \  pour  racine  double j  on  aura  nécessairement 

5(Tmï«^  •  ••)  =  <>• 

D'abord,  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls,  comme 

d\  dA 

^"-~^d^/'^' 

-^sera  nul  et  A  =  o  aura  \  pour  racine  double  au  moins . 
Si  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  on  a,  en 
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vertu  des  équations  (7), 

dA  _       dA 

dA  _        dA 

^^dK-~^^d^/ 

et  par  suite 

,     ,  /  dA  \2  dA     dA  dA      dA 

('^)  "^-^^^Vd^j^^'-^^^d^d^^-^^'^^-d^^ 

Or  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

d»A       _    dA     dA  dA      dA 

dapjdaiq      dapj  da/^      dapq  datj 

et,  comme  A  =  o, 

dA    jdA^_^A^    dK^ 
dupj  daiq~~  dupq  daij 

L'équation  (12)  devient  alors 


\AaJ-' 


dA      dA 


or,  puisque  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  ou 

dA  ^  , 

peut  supposer  -j — ^o,  et  alors  on  a 


on  en  conclut 

ou  bien 

d«,,S*''^'''^'^^'*^^Sd«./^' 

(.3) 

dA                        û?A 

Donc  g  ne  s'annule  que  si  --p-y  y*  ^^  Yy  ^^^^  nuls.  Donc 

enfin,  si  la  racine  \  n'est  pas  racine  double  de  A  =  o, 
g  ne  s'annulera  que  si  y*  ou  yy  sont  nuls.  Supposons 
v^-  =  o-,  le  système  (7)  se  réduit  en  supprimant  la  /**"* 


(43) 
ligne  à  un  système  de  «  —  i  équations  homogènes  à  «  —  i 
inconnues  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  car  il  est 

égal  à  -j-^— •  Donc  il  faut  que  Yi  j  Y2î  •  •  •  ?  T/i  soient  tous 

nuls^  ce  qui  est  absurde,  puisque  A  =  o  ^  donc  y/  ne  sau- 
rait être  nul,  donc  yy  pour  la  même  raison  ne  Test  pas 
non  plus;  donc  enfin,  si  "k  n'est  pas  racine  multiple  de 
A  =  o,  g^  ne  saurait  être  nul. 

Ces  conclusions  tombent  en  défaut  quand  tous  les 
mineurs  de  A  s'annulent.  Pour  discuter  ce  cas  spécial, 
imaginons  que  les  coefficients  aj^i  de  la  fonction  y*  de- 
viennent variables  et  que,  pour  des  valeurs  particulières 
de  ces  coefficients,  les  mineurs  de  A  s'annulent  sans  que 
les  mineurs  du  second  ordre  passent  tous  par  zéro.  Dif- 
férentions  l'équation  (i3)  ;  on  aura,  en  observant  que  g 
ne  contient  pas  les  a^/, 

V      d«A      .  ^A  ^A 


Si  -^  n'est  pas  nul,  cette  formule  devient,  en  suppo- 

^A 
sant  -7^  =:  o, 

Il  est  facile  de  prouver  que  3X  n'est  pas  nul,  il  en  résul- 

,  .  ^*A 

tera  que  g  ne  peut  s  annuler  que  si  -t^t-  =^  o,  c  est-a- 
dire  que  si  X  est  racine  triple  de  A  =  o.  En  effet,  eu  dif- 
férentiant  A  =  o,  on  a 

d\^.      V  f'-^  ^ 
dî'^-^Zd^r'"^''' 

Comme-.";  =  o,  -t-^  =  o.  DifTérentions  encore;   nous 


(44) 
aurons 

formule  qui  se  réduit,  dans  nos  hypothèses,  à 

'^^-^i^    nV''    ^'^  -       ,  y      d'A      . 

^oX'+ aSX^^,;  g^^o«,,  +  2d^:^;d^/«*'^'">  =  °- 

Od  voit  que  SX  non  seulement  n'est  pas  nul,  mais  en 
général   a  deux  valeurs  si  -^rj  n'est  pas  nul  5  quant  à 

>  j ^ —  Sa^/i  il  est  dilTérent  de  zéro  pour  des  valeurs 

convenables  des  Sa^^/,  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  A  ne  sont  pas  nuls,  comme  ou  Ta  supposé. 

La  formule  {i4)  montre  que,  si  A  =  o  a  une  racine 
triple  sans  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  =  o 
soient  nuls,  g  sera  nul.  Le  cas  où  tous  ces  mineurs 
seraient  nuls  se  traitera  en  différentiant  (i4)  avec  la 
caractéristique  8,  et  ainsi  de  suite. 

DISCUSSION    DES    RÉSULTATS. 

Supposons  que  Téquation  A  n'ait  que  des  racines 
simples  finies  et  dilFérentes  de  zéro.  Les  équations  (7) 
donneront  pour  chaque  valeur  de  X  des  valeurs  bien 
déterminées  de  y,  :  y^  :  ya  :  ....  Les  mineurs  de  A  n'étant 

pas  tous  nuls  et  3^  étant  finis,  64,62,  ...  pourront  être 

choisis  différents  de  zéro,  et  la  substitution  (i)  aura  tous 
ses  coefficients  bien  déterminés^  j'ajoute  qu'elle  sera 
réversible,  c'est-à-dire  que  son  déterminant  F  sera  dif- 


(45) 
férenl  de  zéro,  c'est-à-dîre  que  les  j^  seront  des  fonctions 
des  X,  En  ellet,  en  vertu  de  ['ibis)  et  de  (4)»  on  a 


^i(ï»i»  T22,  ..-,  7î/f)     g%{^%u  Tu,  •••,  Tjh)--- 


:BiB2...Brt; 


mais,  B4,  B2,  •  •  •  étant  différents  de  zéro,  il  faut  que  F 
lui-même  soit  différent  de  zéro.  c.  q.  f.  d. 

Je  suppose  que  \  soit  racine  double  de  A  =  o.  En 
général,  la  réduction  de  y  et  g^  à  des  sommes  de  carrés  ne 
pourra  plus  se  faire  parce  que,  gr  ==--B  étant  nul,  F  Fest 
aussi  ^  pour  parler  plus  exactement,  la  réduction  à  une 
somme  de  carrés  est  encore  possible ,  mais  la  transfor- 
mation (i)  n'est  pas  réversible  et  elle  altère  la  nature  des 
fonctions^  et  g. 

Cependant,  si  tous  les  mineurs  de  A  =  o  étaient  nuls, 
^  =  B  ne  serait  plus  forcément  nul  et  la  transformation, 
loin  de  ne  plus  être  possible,  pourrait  s'effectuer  d'une 
infinité  de  manières,  puisque  les  équations  (7),  se  rédui- 
sant kn  —  2  distinctes,  fourniraient  une  infinité  de  sys- 
tèmes admissibles  pour  les  quantités  yi  •  Y2  t L&  valeur 

\  double  étant  connue,  on  pourra  disposer  de  ces  systèmes 
de  manière  à  satisfaire  à  (2)  et  (3). 

Si  Féquation  A  =  o  avait  une  racine  triple,  la  réduc- 
tion à  des  sommes  de  carrés  redeviendrait  impossible,  à 
moins  que  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A  ne 
fussent  nuls,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  supposons  que  l'équation  A  =  o  ait  une 
racine  nulle  \  f  aura  son  discriminant  nul  et  sera  une 
fonction  de  tï  —  i  variables  seulement,  de  sorte  qu'un 
carré  devra  disparaître  de  l'expression  de  y.  C'est  ce  qui 
aura  lieu  par  l'application  de  la  méthode  expliquée  plus 
haut.  Le  cas  où  A  =  o  aurait  une  racine  infinie  sans  avoir 
de  racine  nulle  pourra  être  évité  en  considérant  la  fonc- 


(46  ) 
lion  g  —  Xy  à  la  place  dey — 'kg.  Enfin  le  cas  où  A  =  o 
aurait  à  la  fois  une  racine  nulle  et  une  racine  infinie 
sera  le  seul  qui  échappera  à  notre  méthode^  mais,  dans 
ce  cas,  f  G^  g  sont  tous  deux  des  fonctions  de  /i  —  i 
variables  au  plus  et  c'est  alors  sur  ces  variables  réduites 
à  leur  minimum  qu'il  conviendra  d'appliquer  la  méthode 
exposée. 
En  résumé  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  homogènes  du  second 
degré  f  et  g  an  variables,  on  pourra  toujours  les 
transformer  en  des  sommes  de  carrés  au  moyen  d'une 
substitution  linéaire  réversible,  à  la  condition  que  le 
discriminant  de  f — \g^  égalé  à  zéro,  n'ait  que  des 
racines  simples,  ou  que,  s'il  a  des  racines  multiples,  à 
chaque  racine  d'ordre  m  correspondent  des  mineurs 
d'ordre  m —  i^du  discriminant  de  f —  \g^  tous  nuls. 

Maintenant  considérons  les  formes  réduites  de  y  et  g^, 
et  supposons  les  coefficients  de  ces  deux  fonctions  réels  ^ 
l'équation  A  =  o  n'aura  pas  en  général  toutes  ses  racines 
réelles,  de  sorte  que,  l'une  des  formes  réduites  étant  à 
coefficients  réels,  l'autre  ne  sera  pas  nécessairement  à 
coeflScients  réels  ;  la  substitution  (  i  )  elle-même  pourra 
fort  bien  n'être  pas  réelle.  Il  importe  cependant  de 
discerner  les  cas  dans  lesquels  on  aura  affaire  à  des 
substitutions  réelles^  or  la  forme  particulière  de  la  fonc- 
tion A  permet  de  compter  a  pinori  et  assez  facilement  le 
nombre  des  racines  réelles  de  A  =^  o.  On  a,  en  effet, 


^\l\ jlA_  i\\  /       HA       \ 


ou,  en  appelant  A|  ce  que  devient  A  quand  on  supprime 
la  dernière  ligne  et  la  dernière  colonne,  A2  ce  qu'il 
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devient  quand  on  supprime  les  deux  dernières  lignes  et 
les  deux  dernières  colonnes,  etc. , 

On  aurait  des  relations  analogues  entre  A|,  Aj,  A3,  entre 
A2,  A3,  A4,  etc.,  et  Ton  voit  que,  si  A,  s'annule,  A  et  A2  se- 
ront de  signes  contraires.  En  général,  si  A,  s'annule,  A/_^| 
et  A/_i  seront  de  signes  contraires.  Cette  règle  n'est 
malheureusement  pas  sans  exception,  et,  A^  s'annulant 

si  T — - —  est  nul,  on  voit  que  A  ou  A2  s'annulera  aussi. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  cas  où  la  remarque  faite  tomberait 
en  défaut  seront  exceptionnels,  et  quand  A,  A|,  Aj,  . . . 
seront  tels  que  pour  X  =  -h  oo  et  —  00  ils  ne  présentent 
que  des  variations  dans  un  cas,  et  que  des  permanences 
dans  l'autre,  A  =  o  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

L'équation  A  =  o  aura  toutes  ses  racines  réelles  lorsque 
Tune  des  fonctions  f^  g  sera  une  somme  de  carrés  tous 
positifs  ou  tous  négatifs.  En  effet,  les  racines  de  A  =  o 
ne  changent  pas  par  une  substitution  orthogonale  rame- 
nant f  seul  à  une  somme  de  carrés 

AjxJ  -f-  Aj;rJ  H-. .  .-h  A„  J7j. 

Tous  ces  carrés  étant  censés  positifs,  on  peut  faire  la  sub- 

stitution  Xi  =^  —=.  ?  x^  =  •—=  >  •  •  •;  alors  la  substitution 
y/A,  v^A, 

qui  ramènera  à  la  fois  f  et  g  à  des  sommes  de   carrés 

aura  pour  équation  A  =^  o  une  équation  de  la  forme 


bu        bi^—l     ...      bin 


—  o, 


laquelle  a,  comme  l'on  sait,  toutes  ses  racines  réelles. 
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INTEftPRÉTlTIOW    GÉOMÉTRIQUE. 

Pour  faire  une  application  géométrique  des  principes 
précédents,  supposons  que  y  =  o  et  gf  =  o  représentent 
deux  surfaces  du  second  ordre  ;  les  coefficients  de  /  et  g' 
seront  supposés  réels.  Dire  que  Ton  peut  ramener  ^ et  g 
k  des  sommes  de  carrés  par  une  même  substitution  li- 
néaire, c'est  dire  que  deux  surfaces  du  second  ordre  ont 
un  tétraèdre  autopolaire  commun.  Les  théorèmes  établis 
plus  haut  s'interprètent  donc  ainsi  : 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ne  se  touchent 
pas,  car  alors  on  ri  a  pas  à  la  fois 

ont  toujours  un  tétraèdre  autopolaire  commun. 

Deux  surjaces  du  second  ordre  qui  se  touchent  en  un 
seul  point  nont  pas  de  tétraèdre  autopolaire  commun. 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  un  double 
contact  ont  une  infinité  de  tétraèdres  autopolaires 
communs. 

Deux  surfaces  circonscrites  n'ont  pas  de  tétraèdres 
autopolaires  communs, 

QUESTION  . 


1356.  Il  y  a  deux  cubiques  passant  par  huit  points 
donnés  et  tangentes  à  une  droite  menée  par  Tun  de  ces 
points.  (E.  G.,  ancien  élève  du  lycée  de  Reims.  ) 

1357.  ÂBC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  som- 
mets à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites 
qui  déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  : 
trouver  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant.   (Barbariic.) 
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SUR  LA  DÉTERMINATION  D'UNE  LIMITE  SUPERIEURE 
DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION; 

Par  m.  g.  CANDÈZE, 

Élève  de  TÉcole  Polytechnique. 


1.  La  règle  de  Maclaurin,  ou  mieux  encore  celle  de 
Lagrange,  donne  immédiatement  une  limite  qui  ne  dé- 
pend que  du  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  a:, 
du  rang  du  premier  terme  négatif  et  de  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  coefficient  négatif,  mais  nullement  de  la 
place  de  ce  dernier;  il  est  évident  cependant  que  son 
rang  doit  avoir  une  importance  souvent  fort  grande  ;  par 
exemple,  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

6St  supérieure  à  loo,  tandis  que  la  plus  grande  racine 

de  Téquation 

x^ —  j:*-— 100  =  0 

est  inférieure  à  3,  bien  que  la  règle  de  Maclaurin  donne 
la  même  limite  pour  les  deux  équations. 

Je  me  propose  de  donner  une  limite  qui  fasse  inter- 
venir le  rang  du  terme  négatif  dont  le  coefficient  est  le 
plus  grand  en  valeur  absolue. 

Considérons  une  équation  telle  que  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  soit  le  plus  grand  en  valeur 
absolue-,  une  telle  équation  admet  2  comme  limite  supé- 
rieure des  racines.  En  effet,  soit  Ao  le  coefficient  consi- 
déré ;  si  le  polynôme 

(i)  AqX'^  —  Ao^'"-*  — . . .  —  Ao 

est  positif  pour  une  certaine  valeur  de  x,  le  polynôme 

jétin.  de  .UfUhémat,,  a«  série,  t.  XX.  (Février  1881.)  4 


(5o) 
proposé 

(2)  Ao^'"-h  A,^'"-*-f-. .  .-t- A,„ 

le  sera  certainement.  Or  a  est  une  limite  supérieure 
pour  le  polynôme  (i)  :  donc  3  est  aussi  une  limite  supé- 
rieure pour  le  polynôme  (2). 

Remarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  obtenir  une  limite 
plus  petite  que  2  en  appliquant,  par  exemple,  la  méthode 
de  Maclaurin,  ou  telle  autre  que  Ton  voudra. 

Cela  posé,  considérons  une  équation  entière  quel- 
conque ;  formons  l'équation  qui  admet  pour  racines  les 
racines  de  la  première,  divisées  par  p.  Si  l'équation  pro« 
posée  est 

la  transformée  sera 

/?'^Aoa7"»-i-/>'"-*Aia7'"-*-l-. .  .-h  A,rt=o, 

et  l'on  peut  toujours  choisir  p  de  telle  sorte  que  le  coef- 
ficient Aop"*  soit  le  plus  grand  en  valeur  absolue.  Pour 
cela,  on  comparera  tous  les  termes  au  premier,  et  l'on 
verra  quelles  sont  les  valeurs  à  donner  à  p  pour  que  Aq/?^ 
soit  plus  grand  que  chacun  d'eux  :  la  plus  grande  valeur 
àep  sera  une  valeur  cherchée. 

Si  nous  formons  les  coefficients  successifs,  nous  pour- 
rons appliquer  une  des  règles  connues  ;  mais,  si  nous 
voulons  opérer  plus  rapidement,  nous  pourrons  prendre 
2  comme  limite  supérieure  :  alors  une  limite  pour  l'équa- 
tion proposée  sera  certainement  2p,  ou  plus  générale- 
ment, si  nous  avons  trouvé  /  comme  limite  de  la  trans- 
formée, une  limite  supérieure  de  la  proposée  sera 
certainement  Ip, 

Cette  limite  est,  en  général ,  beaucoup  plus  avantageuse 
que  la  limite  de  M aclaurin  ou  de  Lagrange,  à  moins  que  le 
plus  graud  coefficient  négatif  ne  soit  le  premier  des  coef- 


(01    ) 

ficients  négatifs  \  dans  ce  cas,  il  est  préférable  d'appli-> 
quer  une  autre  méthode. 

Considérons,  par  exemple,  Téquation 

-Mooo;* — 4ooa7'-+- iSjch- 3o  =  o;   * 

la  règle  de  Lagraiige  donne 

I  4-  v^4ôô  =^  3 1 . 

Formons  la  transformée  :  pour  /^  =  3,  on  voit  facilement 
que  le  premier  coefficient  est  le  plus  grand  ^  donc  6  est 
ime  limite  supérieure  des  racines.  Si  nous  voulions  cal- 
culer les  coefficients,  on  pourrait,  en  appliquant  à  la 
transformée  une  des  méthodes  connues,  trouver  une  li- 
mite inférieure  à  2,  par  suite  pour  la  proposée  une  limite 
inférieure  à  6,  mais  le  calcul  serait  alors  plus  long. 

2.  On  peut  encore  employer  un  procédé  du  même 
genre  pour  rendre  la  méthode  de  Maclaurin  plus  avan- 
tageuse. Changeons  x  en  pj-  et  déterminons  p  de  façon 
que  le  plus  grand  des  coefficients  négatifs  soit  le  plus 
grand  des  coefficients  de  même  signe*,  en  appliquant 
à  l'équation  transformée  la  méthode  de  Maclaurin  ou 
celle  de  Lagrange,  on  obtiendra  une  limite  qui,  mul- 
tipliée par  /;,  donnera  une  limite  de  la  proposée. 

Il  est  plus  avantageux  d'opérer  ainsi  lorsqu'on  ne  veut 
pas  se  contenter  de  2  comme  limite  dans  la  méthode 
précédente  et  qu'on  veut  appliquer  à  la  transformée  une 
des  méthodes  connues. 

3.  On  peut,  en  appliquant  toujours  ce  mode  de  trans- 
formation de  X  en  pj^^  trouver  d'autres  limites  plus  ou 
moins  avantageuses,  suivant  les  cas,  mais  plus  compli- 
quées. Par  exemple,  on  pourrait  encore,  en  remarquant 


(5^ 
qu'une  équation  qui  a  q  termes  négatifs  admet  i  comme 
limite  supérieure  lorsque  le  prefhier  terme  est  au  moins 
égal  à  la  somme  des  coefficients  négatifs  (a  fortiori  à 
q  fois  le  plus  grand  terme  négatif),  rendre  le  premier  coef- 
ficient plus  grand  que  la  somme  des  coefficients  néga- 
tifs ou  que  q  fois  le  plus  grand  dans  Téquation  trans- 
formée -,  si  pour  cela  il  faut  changer  x  en  py^  p  est  une 
limite  supérieure.  Si  nous  appliquons  cette  méthode  à 
l'exemple  précité,  on  voit  que  3  est  une  limite  supé- 
rieure. 

4.  On  peut  à  la  fois  tenir  compte  du  rang  du  plus  grand 
coefficient  négatif  et  du  nombre  des* termes  négatifs  de 
la  façon  suivante  : 

Considérons  une  équation 

AoJ?"*-l-  Aij:"*~*-i-.  . .  — o. 

Multiplions  par  p  le  premier  membre  de  l'équation, 
p  étant  le  nombre  des  termes  négatifs^  ce  premier 
membre  est  la  somme  des  termes  positifs  différents  du 
premier,  plus  le  premier  diminué  de  la  somme  des 
termes  négatifs.  Si  nous  rendons  cette  dernière  partie 
positive  en  substituant  un  nombre  a,  ce  nombre  a  sera 
une  limite  supérieure  pour  le  polynôme  proposé.  Or  le 
premier  terme  est  maintenant  pK^x^^  et  la  partie  du 
polynôme  que  nous  voulons  rendre  positive  peut  être 
considérée  comme  la  somme  des  premiers  membres  de 
p  équations  binômes  dont  le  premier  terme  serait  Ao  a:''' 
et  le  second  terme  un  des  termes  négatifs  du  polynôme 
multiplié  par  p.  La  plus  grande  des  racines  de  ces  équa- 
tions sera  une  limite  pour  le  polynôme. 

Pour  avoir  cette  limite,  on  opérera  donc  de  la  façon  sui- 
vante. On  considérera  un  terme  négatif  du  polynôme,  soit 


(53) 

—  Ag  x^"^  ;  4/  -^  sera  la  racine  d'une  des  équations 

binômes  dont  nous  venons  de  parler  ;  la  plus  grande  va- 
leur que  prendra  cette  quantité,  lorsque  Ton  considérera 
successivement  tous  les  termes  négatifs,  sera  une  limite 
pour  le  polynôme. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  DU  GERGLB  OSGULATEUR 
D'UNE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE; 

Par  m.  E.  HUNYADY, 

Professeur  à  l'École  polytechnique  de  Budapest. 


En  désignant  par  x^  y^  z  les  coordonnées  orthogonales 
d'un  point  d'une  courbe  à  double  courbure,  par  a,  p,  y 
et  r  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
culateur  \  en  outre,  considérant  a:,  y^  z  comme  les  fonc- 
tions d'un  paramètre  variable  t,  il  est  bien  connu  que 
le  cercle  oscillateur  de  la  courbe  au  point  x^y^  z  est 
déterminé  par  les  équations  suivantes  : 

a(^  —  a) -h  ^(7  —  P)  4- c(5  —  y)  =  o> 
j  (^c'-  h'c){x  -  a)  -h  {ca!  -  c'a){y  —  P) 
en  posant,  pour  abréger. 


(3) 


f  dx  dy       i_        dz 

tfi-a!     ^-b'     ^-c'. 


(  54  ) 
On  sait  que  la  résolution  du  problème  en  question  dé- 
pend essentiellement  de  la  résolution  des  équations  (  a), 
linéaires  en  a:  — ^  a,  j  —  p,  z  —  y.  C'est  la  résolution  du 
système  mentionne  à  laquelle  je  prends  la  liberté  de 
vouer  ces  lignes. 

En  tirant  la  valeur  de  a:  —  a  des  équations  (2),  on 
trouve,  par  la  voie  du  calcul  des  déterminants,  que 

a  h  ^1 

a!  b'  d         l(x  — a) 

hd  —  h'c    ca!  —  c'a    ab'  —  a'b  \ 

ca' — c'a    ab' — a'b  | 

b  c  \ 


-m 


Pour  transformer  la  valeur  de  a:  —  a  exprimée  par 
cette  équation,  multiplions  cette  équation  par  la  sui- 
vante: 

abc 


b 

c 

a' 

b' 

& 

— 

b' 

& 

I 

0 

0 

Le  résultat  de  la  multiplication  sera 
a'  -h  Z>*  -+-  c'       aa'  -1-  bb'  -h  ce* 


aa 


bb' 
o 


ce 


a'' 


-m 


b'^-hc 
o 

-a{bc'—b'c) 


a 
a' 


(J7  — a) 


bc'-b'c  I 

-a'ibc'—b'c) 

ds  d^s  , 


En  chassant  le  facteur  commun  [bc  —  ft'c)  dans  cette 
équation  et  en  remarquant  que,  d'après  les  notations  (3), 
on  a 

,      , ,,  ,      ds  d^s 


(55) 
en  outre  que  le  déterminant  à  droite,  abstraction  faite 
du  facteur  hd  —  Vc^  se  laisse  transformer  dans  le  sui- 
vant 

-a       -a! 

\di)       di  ~dt^ 

on  aura,  pour  la  détermination  de  la  valeur  de  j:  —  a, 

(ds^  ds  d^s 

\di)  di  W^ 


ds  d^s 


ri^     a'*-hfe'*-hc'î 


dt  dt* 


(x-a): 


m 


a 

a' 

ds 
di 

d*s 
dt* 

d'où  Ton  tire  facilement  la  valeur  de  Jt:  —  a.  On  obtient 
les  valeurs  dey —  p,  z  —  y  par  une  voie  analogue,  et 
enfin  la  valeur  de  r  par  l'équation  (i). 


SOLUTION  D'UNE  QUESTION  DE  LICENCE 

(pACCLTC  de  LILLE.   —   NOTEMBBE    1878); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Maître  répétitear  au   lycée  de   Saint-Quentin. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est  définie  par  l'équation 
z=f[r)^  r  étant  la  distance  d'un  point  de  la  suifiace 
à  l'axe  de  rotation  :  trouver  l'équation  différentielle 
en  coordonnées  polaires  des  projections  sur  le  plan  xy 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  qui  jouissent 
de  la  propriété  que  le  plan  osculateur  en  chacun  des 
points  de  l'une  d'elles  comprenne  la  normale  à  la  sur- 
face  au  même  point;  prendre  r  pour  variable  indé- 
pendante. 


(56) 

Le  plan  oscillateur  en  un  point  (x,  y^  z)  d'une  courbe 
a  pour  équation 

A (X  —  a?)  -h  B  (Y  -  r)  H-  C  (Z  -  -5)  =  o, 

en  posant 

k—dyd^z  —dz(Py, 

B^^dz(Pàc  —  dxd^z^ 

C^ndx  d}y  —  dyd^x. 

Les  équations  de  la  normale  à  la  surface  au  même 
point  sont 

La  normale  sera  dans  le  plan  osculateur  si  l'on  a 

.  dz       -n  dz       ^ 

A-^ — hB-j G  —  o. 

dx  dy 

Or, 

icr=rcos6,    ^=^rsin6, 

dx  ^  .    ^^6       d^x  .   ^é/e  .<^*  .   .r/*e 

dr  dr       dr*  dr  dr^  dr^ 

dy        .   ^  ^d^       d*y  ^dQ  .    «^*  ^f^^ 

-j-  z=:sm6-i-rcos6  ->-,     -r^  ^=     acosô-j rsinô-y-r  -}-rcos6-7-r-> 

dr  dr      dr^  dr  dr^  dr* 

A  _      d^s  /  .    .  ^d^ 

^-      d?^ 


(  sin6-|-  rcos6  -j-  j 
dz  /         ^d^  .   ^^'  ^ûr«6\ 


dz  (     .   ^d^  û  ^'  .   ft  ûT^eX 

—  -=-  (  2sine  -p  +  rcosO  -^—  +rsin6  -=--  ); 
dr  \  dr  dr*  dr*  J 

G  =      (  cos6  — rsmô  -j-    (  2cos6-, rsinô  -y--  -+-  rcos6  -y-r  ) 

\  dr  J  \  dr  dr*  dr*  ) 

f  .    .  i.d^\{     '   i^dr  ^d^*  .   ^d*h\ 

-4-(^sm6-|-rcos6^-j(^2sm6^-+-rcos6— +rsine^,j. 


(57) 
D'ailleurs, 


dz  dz  dr dz 

dx       dr  dx       dr 
dz       dz  dr       dz 


-, -j-    ,    —  j-  sin8. 

dy       dr  dy       dr 

Donc 

A^-hB^-C-~(A  cose  4-  B  sine)  -  C. 

Mais 

Acos6  4-B8ine=/'(r)r^+/'(r)(2^-t-r||), 

^  dB         ,  dB»  rf«e 

dr  dr^  dr^ 

L'équation  différentielle  des  courbes  est  donc 

/'('•)/'(0'-^ 


dr  dr*  dr* 


ou 


+  }a[n-/'«(r)]-/-/'(r)/*(r)}  J  +r«^.  =0. 


SOLUTION  DUNE  QUESTION  D'ANALYSE  PROPOSlB 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  DE  1879; 

Par  m.  p.  BARBÂRIN, 

Professeur  au   lycée  de   Nice. 


On  donne  un  ellipsoïde  et,  sur  cette  stuface,  deux 
points  diamétralement  opposés  A  et  B;  on  joint  les 


(58) 
points  Â  et  B  à  u/z  point  variable  m  de  l'ellipsoïde  : 
i«  trousser  une  surface  S  telle  que  le  plan  tangent  au 
point  M,  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  A  m,  soit 
parallèle  à  la  droite  Bm^  a**  trouver  sur  cette  surface 
une  courbe  telle  que  la  tangente  en  chaque  point  M  de 
cette  courbe  et  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face  en  M  avec  le  plan  qui  passe  par  ce  point  M  et  par 
le  diamètre  AB  soient  deux  tangentes  conjuguées  par 
rapport  à  la  surface. 

1^  L'ellipsoïde,  rapporté  à  la  droite  AB  comme  axe 
des  or  et  a  deux  diamètres  conjugués  Oy,  Oz  du  plan 
conjugué  à  Ox,  a  pour  équation 

a:*        y*        z* 

1- 1 -r- 1. 

a«  ^  6*  ^c* 

Si  Xi^  yt^  Zi  sont  les  coordonnées  du  point  va- 
riable 1/1,  on  a  donc  la  relation 

^  '  a*        b^        c* 

Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  M  de  la  sur- 
face S.  Puisqu'il  se  trouve  sur  A  m,  on  a  les  égalités 

Enfin  le  plan  tangent  au  point  M  à  la  surface  S  a  pour 
équation 

en  désignant  par  p^  q  les  dérivées  partielles  ^  >  ;7~  '  O^ 
il  doit  être  parallèle  à  la  droite  Bm^  par  conséquent 

(3)  p{x^  4-  a)  4-  qyx  —  z^  —  o. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  x^^y^^  z^  entre  les  équa- 
tions (i),  (a),  (3). 


(59) 
Les  cqualions  (2)  donnent  facilement 

X  —  a  y  z  p{x  —  a)-\-qy- 


^i  —  a       7i        ^1  —2ap 

d'où 

g  y  —  z  — p(x  —  a) 
p{x^a)-hqy  —  z 

—  2/>r 

p{x--a)'\-qjr-'Z 
p(x  —  a)-hqy  —  s 


,  — a 


Je  substitue  ces  valeurs  de  j^^dJKi?  ^i  dans  l'équa- 
tion (i)  et  j'ai,  en  réduisant, 

Or,  sur  la  surface  cherchée,  p  n'est  tpas  nul,  car,  sMI 
l'étaity  cette  surface  serait  un  cylindre  ayant  ses  géné- 
ratrices parallèles  à  AB.  Son  plan  tangent  au  point  M  ne 
serait  donc  autre  que  le  plan  AmB,  et  la  surface  serait 
ce  plan  lui-même  ]  or  ce  plan  est  quelconque  :  donc  tous 
les  points  de  l'espace  jouiraient  de  la  propriété  des 
points  M.  Nous  excluons  cette  hypothèse  en  supposant 
p^o;  il  reste  donc  l'équation 


lx-'a)(qy  —  z)  ___ 

ou 

/f\         /X*       -'\  (x  —  a)y       {x  —  a)z 

qui  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  S. 
Pour  l'intégrer,  je  résoudrai  le  système 

dx  dy  dz 


y* 

+ 

s' 

(.£. 

-«)r 

a* 

(X 

—  a)z 
a} 

(6o) 
qui  donue  successivement 

dy       dz  ^ 

y        z  J  ^ 


et 


ou 


ou  enfin 


x  —  a  j        /G*        1  \     , 
— — i f"  Yî"  H — ;  =^  ^1* 


L 


L'équation  générale  de  la  surface  S  est  donc 

La  génération  de  cette  surface  est  fort  simple  \  elle  est 
produite,  en  effet,  par  des  ellipses  qui  sont  les  intersec- 
tions de  plans  conduits  suivant  AB  avec  des  ellipsoïdes 
homothétiques  au  proposé  et  ayant  le  point  A  pour 
centre. 

Solution  géométrique.  —  Des  considérations  géomé- 
triques extrêmement  simples  permettent  de  conclure 
immédiatement  ce  résultat.  En  effet,  dans  Tellipse  sui- 
vant laquelle  le  plan  AmB  coupe  Tellipsoïde  proposé,  les 
cordes  Am,  6m  sont  conjuguées.  La  tangente  à  la  section 
delà  surface  S  par  ce  même  plan  est  MT,  parallèle  à  Biw,  et 
par  conséquent  aussi  conjuguée  de  la  direction  AM  \  cette 
tangente  est  la  même  que  celle  de  l'ellipse  qui  a  A  pour 
centre  et  est  liomothétique  de  relllpse  AmB;  donc  cette 
ellipse  est  la  section  de  la  surface  par  le  plan  AmB. 

En  particulier,  tous  les  ellipsoïdes  homothétiques  au 
proposé  et  ayant  A  pour  centre  rentrent  dans  la  caté- 
gorie des  surfaces  S  ainsi  engendrées. 


(6,  ) 
a^  L'intersection  du  plan  tangent  à  la  surface  en  M 
avec  le  plan  AMB  n'est  autre  chose  que  la  tangente  au 
point  M  à  l'ellipse  génératrice  du  plan  AMB.  Ses  équa- 
tions sont 

Z-z=pOL-x)+qÇi-y),     ^=5 

7 
ou 

z-qy'~    py     '^    pz    ' 

Celles  de  la  tangente  à  la  courbe  cherchée  au  point  M 

sont 

X-x       \—y       Z^z 

dx  dy  dz 

Ces  deux  droites  doivent  être  des  tangentes  conjuguées, 
c'est-à-dire  être  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  au  poîat  M. 

Au  voisinage  du  point  M,  le  Z  de  la  surface  S  peut  se 
développer,  d'après  le  théorème  de  Taylor  étendu  aux 
fonctions  de  deux  variables,  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  des  accroissements  X  —  a:,  Y  —  y 
des  variables  x^y\  ainsi 


^"^   (X-^)(Y-j)+p(Y-j)«]- 


TÎ^L^^^^— ) 


dxdy 
ou,  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre  près, 


I  .2  ' 


en  posant,  suivant  l'usage, 


d>z  _  d:^z    _         d}z  _ 

dx^  "'    '     dxdy        '     dy^  "" 
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Un  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  point  M,  et  infi- 
niment voisin,  a  pour  équation 

Si  donc  on  élimine  Z  entre  ces  deux  dernières  équa- 
tions, on  a 

r(X  -  ^)«-+-  25(X  —  ^)  (Y  —  JK)  -f- ^(Y  — 7)«=r:  2e, 

équation  qui  est  celle  de  la  projection  de  l'indicatrice  sur 
le  plan  xy. 

Or  les  projections  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
<:onique  sont  des  diamètres  conjugués  de  sa  projection; 
donc  il  doit  en  être  ainsi  pour  les  deux  tangentes  dont 
nous  nous  occupons,  ce  qui  nécessite  la  relation 


\z~-qy       dx) 


pydy 

H-  t    ,     ;   • ' r  =  o 


'dx{z~-qy) 
ou 

[r{z  —  qy)  -^ psy]dx  4-  [s{z  —  qy)  ^pty]dyz=zo. 

C'est  l'équation  diûerentielle  qui  définit  la  courbe 
cherchée  sur  la  surface  S.  Cette  équation  peut  se  simpli- 
fier en  la  mettant  sous  la  forme 

(6)       {rdx-\-  sdy){z  —  qy)  -^py{sdx-i-  tdy)  ^=0. 

Si,  en  effet,  on  tient  compte  de  l'équation  (4)  et  qu'on 
élimine  z  —  qj  entre  elles,  on  a 

pYrdx ^ sdy)(^Ç  +  Ç^^  {sdx ^  tdy)^^^yY^o, 

Si  l'on  suppose  p  =  o,  l'équation  (4)  donne  z  —  qy=o 
ou  X — a=  o.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  (6)  est 
vérifiée  identiquement  :  donc  les  courbes  déterminées 
par  les  équations 

p  — o,     z—qy=zo, 


(63) 
c'est-à-dire 

sont  des  solutions  singulières  de  la  question;  en  élimi- 
nant z,  on  a,  par  Téquation 

/(7)=/F(.r), 

les  projections  de  ces  solutions  sur  le  plan  xOy. 

Dans  le  second  cas,  puisque  rdx  -\-  sdy  =  dp^  l'équa- 
tion (6)  est  aussi  vérifiée  :  donc  les  intersections  du  plan 
X  —  a  =  G  avec  les  cylindres  z  ==y*(j^)  parallèles  à  Ox 
sont  de  nouvelles  solutions  singulières.  En  écartant  ces 
deux  systèmes  et  divisant  par  p,  on  a 

(7)    {rdx-^sdy)(^Ç^-^Ç)--{sda:-^tdy)^^^^ 

ou  bien,  sous  forme  abrégée, 

Si,  dans  cette  équation,  on  suppose  z  remplacé  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x  et  de  j^  tirée  de  l'équation  géné- 
rale de  la  surface  S 

il  reste  une  équation  diilérentielle  linéaire  du  premier 

ordre  de  la  forme 

Mdx-Jr^dy  —  o. 

L'intégration  de  cette  équation  fait  connaître  la  pro- 
jection delà  courbe  cherchée  sur  le  plan  xOy,  Cette  in- 
tégration n'est  possible  qu'autant  qu'on  particularisera 
la  forme  de  la  fonction  F. 

application.  —  Je  considère  en  particulier,  parmi 
les  surfaces  S,  les  ellipsoïdes  homothétiques  au  proposé. 


(64) 
et  ayant  A  pour  centre, 

(a^  —  a)' 


^-^-.=h. 


Dans  ces  surfaces,  on  a 


X  —  a       z  c^  X  —  a 


.s 


-/,  =  o,      p^.--——, 


a"  c"  '  a 


_  dp  _      c*  z  —  {X'—a)p_^        c*   Vz^       {x  —  ay~\ 
''~~dx~'~'^  ^  ~" "" 0^7» [ c*  "^         ô*       J' 

dp        dq  c*  .  .—q  c*      ,  . 
rf<y c^  z  —  qy 


dy 


c^  Z  —  qy c^    /z^       y*\ 


Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  diiTé- 
rentielle  (7),  mise  sous  la  forme 

celle-ci  devient 

c'est-à-dire 

dx  =  o,     X  =  const. 

Les  courbes  cherchées  sont  donc  les  intersections  des 
ellipsoïdes  homothé  tiques 

par  des  plans  parallèles  au  plan^O]z. 


(  65  ) 
Ce  résultat  est  facile  à  démontrer  géométriquement. 
En  effet,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  S 
et  AMC  la  section  de  cet  ellipsoïde  Spar  le  plan  AIVIB-,  la 
tangente  MS  à  la  courbe  cherchée  au  point  M,  devant 
être  conjuguée  de  la  tangente  MT  à  la  conique  AMC  et 
étant  d'ailleurs  conjuguée  du  rayon  AM,  est  conjuguée 
au  plan  ATM,  et,  par  suite,  parallèle  au  diamètre  con- 
jugué de  ce  plan*,  elle  est  donc  située  dans  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  AB,  qui  est  parallèle  kjOz^  et  par 
conséquent  est  elle-même  parallèle  au  plan  j^O^.  La 
courbe  cherchée  est  donc  plane  et  consiste  en  l'inter- 
section derellipsoïde  S  par  un  plan  quelconque  parallèle 
au  plan  zOj. 


SOLIITIOH  BB  L4  QUESTION  PROPOSÉE  M  1879  POUR  LE 
CONCOURS  DABHISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE^ 

Par  m.  MORET-BLANC, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  du  Havre. 


On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes 

^2  v2 

X  +  ¥  =  '' 

et  un  point  M  sur  cette  conique  ;  par  les  extrémités  d'un 
diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  le  point  M  on  fait 
passer  un  cercle  :  prouver  que  le  lieu  décrit  par  le 
centre  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par  t ori- 
gine O  des  axes. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 
rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux 
points  :  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  perpen- 
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(66) 
diculaire  au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu  de 
ce  segment. 

Par  le  point  O  on  peut  mener ^  indépendamment  de  la 
normale  quia  son  pied  au  pointO^  trois  autres  normales 
à  la  conique  K  : 

1®  Dans  le  cas  particulier  ou  la  conique  donnée  est 
une  hyperbole  équilatère  et  oàTonaA^  i  etB  =  —  i , 
montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est  réelle  et  cal- 
culer les  coordonnées  de  son  pied. 

2°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales. 

Soient  Xo,  r©  les  coordonnées  du  point  M  et 

yz=:ma: 

l'équation  d'un  diamètre  de  la  conique.  Celle  d'un  cercle 
passant  par  les  extrémités  de  ce  diamètre  et  par  le  point 
M  sera  de  la  forme 

^  +  ~  — i-i-X(jK  — ma;)(7-H77ia:— 7o  — ^^o)=^o, 

en  remarquant  que  les  sécantes  communes  à  une  conique 
et  à  un  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la 
conique. 

L'équation  développée  devient 

/-L_XmM  a:-{-(^-^\jy^  —  \{yo-^rnxo){y—mx)z=o. 

La  condition  pour  qu'elle  représente  un  cercle  est 

I        I 

'  ^       *         '         ^         J»    ..       ^         ^        S 

l'équation  du  cercle  est  donc 
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Les  coordonnées  de  son  centre  sont  détermuiées  par 
les  deux  équations 

Ajoutant  à  la  première  la  seconde  multipliée  par  m, 
on  a  l'équation 

J7H-mj=:0, 

qui  peut  remplacer  la  première,  et  qu'on  aurait  pu  écrire 
a  priori,  car  elle  représente  la  perpendiculaire  élevée 
par  le  point  O  sur  le  diamètre j^  —  mx  =  o  de  la  conique, 
qui  est  une  corde  du  cercle. 
On  en  tire 

X 

m  — ; 

y 

substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il 
vient 

,r*       r«       I  /  I         I  \ ,  . 

ou 

^ 3 

(i)  Ax'-i-Bj^H _(j^j_^^^)3=io, 

équation  dulieu  des  centres  des  cercles  :  c'est  une  conique 
passant  par  l'origine,  de  même  espèce  que  la  proposée, 
et  qui  lui  deviendrait  liomothétique  en  la  faisant  tourner 
de  go**. 

L'équation  du  système  de  deux  droites  rectangulaires 
menées  par  l'origine  étant 

y'^-^-  kxy  —  a:*  =  o, 
l'équation 

\ g 


(68) 
sera  celle  d'une  conique  passant  par  Tintersection  de  la 
conique  K  et  du  système  des  deux  droites.  On  peut 
déterminer  X  de  manière  que  cette  conique  se  réduise  à 
la  tangente  en  O  à  la  conique  K, 

7oJ— ^0^  =  0, 

et  à  une  seconde  droite  passant  par  Tintersection  des 
côtés  de  r angle  droit  avec  cette  conique.  Il  faut  et  il 
sudSt  pour  cela  que  l'ensemble  des  termes  du  second  degré 
soit  divisible  par  j^oj'  —  oCoX^  c'est-à-dire  qu'on  ait 

d'où 

et  par  suite 

X4-B  X-A 

fi  = y       m  "==. > 

^^^(X-A)ro      (X-hB)^o^ 
X=         Bj?Ji4-Ar]S 


^(rî  — -^î  — ^-ï^ojo) 

k  n'entrant  que  dans  X,  on  peut  conserver  \  comme  seul 
paramètre  variable, 

mx-^  ny  —  Çk  —  k) h  (X  +  B)  --, 

^0  ^0 


et  l'équation  de  la  droite  cherchée  est 


A-B 


:0. 


2 

Elle  passe  par  le  point  fixe  déterminé  par  les  deux 

équations 

y       X 
—  -h  —  =  o, 

^y       y  X       A— B 

B  ^ A 1 =  o, 

7o         ^0  2 


(69) 
dont  les  coordonnées  sont 

_    A  — B  _         A  — B 

'^*"2(A-hB)'^°'     ^'-      2(A  +  b/'- 

La  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  K  est 

I  2A^| Xq  \x 

V    ^          A-B     1         A-B, 
H-  I  2B7,  H -_ jo  J  JH —  (7o7i  -  ^0^1)  =  O. 

En  mettant  pour  X\  eXy\  leurs  valeurs,  il  vient,  réduc- 
tions faites, 

équation  d'une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
OM,  et  qui  est  le  lieu  des  points  de  concours  des  tan- 
gentes menées  à  la  conique  K  par  les  points  où  elle  est 
rencontrée  par  les  côlés  d'un  angle  droit  pivotant  autour 
du  point  O.  Il  est  remarquable  que  ce  lieu  soit  indépen- 
dant des  axes  de  laconique  donnée  et  qu'il  reste  le  même 
pourvu  que  le  centre  O  et  le  point  M  restent  fixes. 

L'équation  de  la  normale  à  la  conique  K  au  point  {x^j) 
est 

•^       4A^  — (A  — B)^o 

Si  elle  passe  par  l'origine,  les  coordonnées  de  son  pied 
satisfont  à  l'équation 

4(A  — B)d7j  — (A— B)(7o^-Haroj)  =  o 
ou 

(2)  4^7—70^  —  ^07=0. 

C'est  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
O  à  toutes  les  coniques  K  que  l'on  obtient  en  faisant 
varier  la  grandeur  des  axes  de  la  conique  donnée. 


(7o) 
1**  Dans  le  cas  particulier  où  A  =  i ,  B  =  —  i ,  Téqua* 
lion  de  la  conique  donnée  est 

et  Ton  a 

*^;— 75  =  1- 

L'équation  de  la  conique  K  devient 

x^ — /*-^7o/  —  ^0-2?  =  o. 

En  éliminantj^  entre  cette  équation  et  Téquation  (4  )?  et 
supprimant  la  solution  a:  =  o,  on  a  l'équation 

qui  détermine  les  abscisses  des  pieds  des  trois  normales 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  O. 

En    posant  a:  =  j/+~>elle  devient,    eu    égard    à 

•^0         /o  =  'î 

l6;2?''  —  Sx' X^-:=:  O 

2 

OU 

i6  32         ' 

de  la  forme  od^  -H  pa!  -1-9  =  0.  L*expression 


©'-(!)■ 


devient  ici^>o.  L'équation  n'a  qu'une  racine  réelle, 
calculable  parla  formule  de  Cardan: 

X  •=■ 7 y 

4 

X  =  -^  -h  a?'. 
2 

On  a  ensuite 


7  = 


(\X  —  x^^ 


(7'  ) 


on  trouverait  d'ailleurs 


^       1  4 

a**  Revenons  au  cas  général,  et  soit 
(3)    a?«4-y2— aaa?  — ap/-hS^o,     Srzia^-hp-  — R* 
l'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  normales 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  O. 

En  reportant  la  valeur  r  =  j--^^^    ,  tirée  de  Téqua- 

tîon  (a),  d'abord  dans  celle  du  cercle,  puis  dans  celle  de 
la  conique  K,  et  supprimant  la  solution  a:  =  o,  on  a  les 
deux  équations 

a?  4- oî  J  S  =:  o, 


—  Sxq 

a?'-h  i6aj?o 

a?* —  aaJ7j 

-32a 

-8P7, 

-4-ap7o^« 

+  i6S 

—  8.roS 

+x; 

+  VÎ 

i6A^3  — 8(aA  — B)aroa?»4-[{SA-4B)a7j-f-(aA— B)7Î]a? 

A.  —  B     ,    ,        ON 

qui  déterminent  les  abscisses  des  points  d'intersection  de 
l'hyperbole  (a)  avec  le  cercle  et  avec  la  conique  K.  La 
première  doit  admettre  les  trois  racines  de  la  seconde. 
Écrivant  que  le  reste  de  la  division  de  leurs  premiers 
membres  est  nul  quel  que  soit  x,  on  a,  pour  déterminer 
a,  p  et  S,  les  trois  équations  du  premier  degré 

i6A*S  —  i6kCœoOL  —  8 A'7oP  +  4C» j??  -  AC/J  =  o, 
8A«^oS  — 8ACjcJa— aA(A-+-C)7ja 

—  aA2xo/op-HaC«j?j4-— d7o75  — o, 


A»^;S-ACa:o(^5  4-J'î)a-H-^^;(xî-h/î): 
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OÙ 

On  en  tire 

_      A^-3AB4-2B^  ._       2A^--3AB-f-B« 

^""  8AB     ^^o-+-7o)- 

L'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois 
normales  considérées  est  donc 

,    î  8AB(a?'-H7*)4-2(Aî— 3AB-f-2B*)^o^ 
^'*^  I      4_2(2A«-3AB>hB«)7or-(A-B)*(aî;+/J)  =  o. 

On  arrive  plus  rapidement  à  cette  équation  de  la  ma- 
nière suivante. 

L'équation  de  la  conique  K  peut  s'écrire 

a7[2A^-(A-B)^o]4-7[2B74-(A-B)yo]. 

Si  Ton  y  remplace  successivement  le  facteur  j^  et  le 

facteur  x  par  les  valeurs  r  =  7-^-^ »  x  =  - — ^•^—  > 

^  -^        40:  — ^0  47  —  /0 

tirées  de  l'équation  (2),  on  a,  en  chassant  les  déno- 
minateurs et  supprimant  la  solution  j?  =  o,  j^  =  o,  rela- 
tive au  point  O,  les  deux  équations 

[2A^  —  (A  —  B)^o](4^  —  ^q) 

-h  [2 B j  H-  (A  —  B)7o] Jo=  o, 

[2Aar— (A  — B)j7o]^o4-[2B7H-(A  — B)7o](47— /o)=^o, 

qui  doivent  être  vérifiées  par  les  coordonnées  des  pieds 
des  trois  normales  considérées.  En  ajoutant  ces  équations 
multipliées  respectivement  par  B  et  par  A,  afin  de  réduire 
au  même  coefficient  les  termes  en  x*  et  j^*,  on  a 

8AB(a?«-f-7»)-i-  2(A*—  3AB  4-  2B')a?o^ 

4-2(2A*-.3AB  +  B*)7or~(A-B)'(^î-^7;)=o, 


(73) 
équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males :  c'est  l'équation  trouvée  plus  haut. 

Note,  —  La  même  question   a   été  résolue  par  MM.  H.  Lez  et 
A.  Leinekugel. 


THÉORfiMES  SDR  LES  NORMALES  A  L'ELLIPSE; 

Par  m.  WEILL. 


L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  considérons  une 
normale  abaissée  d'un  point  («9  (3)  et  dont  le  pied  ait 
pour  coordonnées  Xi ,  /< .  Nous  aurons  la  relation  bien 
connue 

(i)  (a2— 6»)a7,7i4-6*pj:,  —  a=ay;=  o. 

Remplaçons,  dans  cette  relation,  x^  par  ~-  et  r<  par 

:  elle  devient 

a 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  Von  abaisse  d'un  point  les  nor^ 
maies  à  une  ellipse,  et  si  l'on  mène  les  quatre  diamètres 
de  l'ellipse  qui  sont  perpendiculaires  à  ces  nortnales, 
les  normales  à  l'ellipse  menées  aux  extrémités  des 
quatre  demi-diamètres  obtenus  en  tournant  dans  le 
même  sens  sont  concourantes. 


Reprenons  la  relation  (1)  et  remplaçons  Xi  et  j^i  par 
—  et  —  ;  nous  obtenons  la  relation 

X  Y 

(2)  a'— ^^H- Pr  — a-a^^o. 
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Le  point  (x^j),  dont  les  coordonnées  sont  —  et  — ? 

a  une  position  remarquable  :  c'est  ]e  quatrième  sommet 
du  rectangle  formé  sur  les  axes  de  l'ellipse  et  ayant  pour 
diagonale  la  tangente  au  point  (xi,  yt).  Les  quatre 
points  obtenus  en  considérant  les  quatre  normales  issues 
du  point  {oiy^)  sont  donc  sur  la  droite  représentée  par 
l'équation  (a).  Les  milieux  des  diagonales  des  quatre 
rectangles,  c'est-à-dire  les  milieux  des  portions  de  tan- 
gentes limitées  aux  axes,  sont  donc  sur  une  droite  ayant 
pour  équation 

(3)  a-—  6-4-  aP/  —  aaa?~o. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Si  d'un  point  on  mène  les  normales 
à  une  série  d^ ellipses  ou  d^ hyperboles  homofocales,  et 
les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales,  les  milieux 
des  portions  des  tangentes  limitées  aux  axes  sont  sur 
une  droite  fixe  ;  cette  droite  est  la  polaire  du  point  con- 
sidéré par  rapport  à  V hyperbole  équilatère  homofo- 
cale  aux  coniques  considérées. 

Considérons  la  tangente  variable  limitée  aux  axes,  son 
milieu  décrit  une  droite  fixe;  donc  elle  enveloppe  une 
parabole  tangente  aux  deux  axes  et  k  la  droite  fixe;  le 
lieu  des  pieds  des  normales  est  donc  le  lieu  des  projections 
d'un  point  de  la  directrice  d'une  parabole  sur  ses  tan» 
gentes.  En  continuant  à  développer  les  conséquences  de 
notre  théorème,  on  retrouve  les  théorèmes  si  connus  et 
qui  sont  relatifs  aux  normales  aux  coniques  homofocales. 

Proposons-nous  de  mener  d'un  point  (a,  P)  une  nor- 
male à  l'ellipse;  construisons  ladroite  A  relative  à  ce  point 
et  déterminée  par  l'équation  (3);  cherchons  les  points  où 
cette  droite  rencontre  la  courbe  du  quatrième  degré  qui  est 
le  lieu  des  milieux  des  portions  des  tangentes  à  l'ellipse 


(75) 
comprises  entre  les  deux  axes  ;  à  chacun  des  points  de 
rencontre  M  de  la  droite  A  avec  cette  courbe  correspon- 
dra une  normale  dont  on  obtiendra  le  pied  en  menant  par 
le  point  M  une  droite  terminée  aux  axes  et  partagée  en 
ce  point  en  deux  parties  égales;  le  point  où  cette  droite 
touche  TelUpse  sera  le  pied  de  la  normale.  Le  problème 
des  normales  à  l'ellipse  menées  d'un  point  (a,  p)  est 
donc  ramené  à  l'intersection  d'une  droite  ayant  pour 
équation 

et  d'une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  pour  équation 

"4^*  '   4/*""'' 

Quand  la  droite  A  est  tangente  à  la  courbe  du  qua- 
trième degré  en  un  point  K,  le  point  (a,  ^)  correspondant 
à  la  droite  A  n'est  autre  que  le  centre  de  courbure  de 
l'ellipse  au  point  qui  correspond  à  K;  on  a  donc  ainsi 
une  construction  du  centre  de  courbure  de  Tellipse,  d'ail- 
leurs peu  intéressante;  quand  le  point  (a,  ^)  est  donné 
et  que  les  coniques  varient  en  restant  homofocales,  la 
droite  A  reste  fixe,  et  la  courbe  du  quatrième  degré 
varie  ;  les  quatre  points  de  rencontre  des  courbes  va- 
riables avec  la  droite  A  déterminent  sur  cette  droite  une 
învolution  de  quatre  points,  et  le  centre  de  gravité  des 
quatre  points  demeure  fixe  sur  la  droite. 

Considérons  les  équations  de  la  normale  à  l'ellipsoïde 
rapporté  à  ses  axes.  Soient  a,  ^,  y  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace,  et  Xi^/i,  z^  celles  du  pied  d'une 
normale  menée  du  point  (a,  ^,  y).  Nous  aurons  les  re- 
lations 

g  — g?,  _P— .rt  __ir  — ^1 

^1  .Yi  ^\ 

a'  b*  c^ 


(76) 
Remplaçons  x<,  j  i,  Zf  par  —  >  —  >   ->  nous  obtenons 
les  relations 
(i)  aœ  —  a*=  py— 6*=:  Y^  —  c'. 

Or,  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,j^  z  est  le 
sommet  du  parallélépipède  construit  sur  les  axes  et  dont 
trois  sommets  sont  les  points  où  le  plan  tangent  au  point 
(X|,j^i,  z^  )  rencontre  les  axes. 

Appelons  G4   le  centre  de  gravité  du  triangle  formé 

par  ces  trois  points;  il  aura  pour  coordonnées  -^>  —  >  ^; 
donc  il  sera  sur  la  droite  ayant  pour  équations 
(2)  3a^  —  a^—  3p  r  —  b^—  i^z  —  c». 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  d'un  point  on  abaisse  des  nor- 
males sur  une  série  de  surfaces  du  second  degré  homo- 
focales,  et  que  l'on  mène  les  plans  tangents  aux  pieds 
de  ces  normales,  les  centres  de  gravité  des  triangles 
déterminés  sur  ces  plans  par  les  trois  axes  sont  sur 
une  droite  fixe. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  permet  d'étu* 
dier  les  propriétés  du  système  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  série  de  surfaces  homofocales  ;  il  ramène  la 
recherche  des  normales  à  un  ellipsoïde  à  Tintersectiou 
d'une  droite  et  d'une  surface  du  sixième  degré  ayant 
pour  équations 

3a^  —  a^—  3?7  —  b^—  3y-  —  c', 
a»  5»         c« 

gj?»        9j2        9^2 

Supposons  que  le  point  donné  (a,  p,  y)  reste  fixe  et 
que  les  surfaces  varient  en  restant  homofocales,  la  droite  A 
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que  nous  considérons  restera  fixe  ;  mais,  si  le  point  se 
déplace  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  elle 
engendrera  un  complexe;  si  le  point  se  meut  sur  une 
surface,  la  droite  engendrera  une  congruence;  enfin,  sile 
point  se  meut  sur  une  courbe,  la  droite  engendrera  une 
surface,  et  cette  surface  sera  développable  ^  en  particulier, 
si  le  point  décrit  une  droite,  la  droite  A  engendre  un 
cône  du  second  ordre.  Il  y  a  là  les  éléments  d'une  étude 
intéressante,  mais  qui  nous  détournerait  de  notre  but 
actuel. 

Reprenons  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées 
a,  P  d'un  point  P  et  les  coordonnées  x^^y^  du  pied  d'une 
des  normales  issues  de  ce  point-,  cette  relation  peut 
s'écrire 

a}  b^ 

Lorsque  le  point  A  qui  a  pour  coordonnées  x«,j^i  se 
déplace  sur  l'ellipse,  si  la  quantité  k  reste  constante,  les 
coordonnées  du  point  P  satisferont  aux  deux  équations 

P=r.-j,— 

Le  point  P  décrira  donc  une  ellipse  ayant  pour  équa- 
tion 


{a^-^ky       (b^^-hky 


Par  un  point  P  donné,  passent  quatre  de  ces  ellipses 
qui  sont  chacune  tangentes  en  quatre  points  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  donnée^  la  connaissance  d'une  des 
valeurs  de  k  correspondant  à  un  point  P  équivaut  à  la 
connaissance  d'une  de  ces   ellipses  ou  d'une  des  nor- 
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malcs  issues  du  point  P  -,  inversement,  si  le  point  P  est 
pris  sur  une  de  ces  ellipses,  l'une  des  normales  issues 
du  point  P  est  distincte  des  trois  autres,  car  les  coor- 
données du  pied  de  cette  normale  sont  données  par  les 
équations  (i),  dans  lesquelles  les  quantités  a,  ^  et  A:  sont 
connues.  Tous  les  développements  qui  vont  suivre  sont 
des  conséquences  de  cette  remarque. 

Considérons  un  point  P  qui  se  déplace  sur  une  des  el* 
lipsesdontil  s'agit,  et  appelons  normale  singulièrelainor- 
maie  PÂ,  dont  le  pied  Â  s'oB tient  indépendamment  des 
trois  autres  normales  issues  du  point  P.  Soient  B,  C,  D 
les  pieds  des  trois  autres  normales  issues  du  point  P;  quand 
Je  point  P  se  déplace  sur  l'ellipse  (E),  le  triangle  BCD 
se  déplace  en  même  temps  ;  la  normale  au  point  B  à  l'el- 
lipse donnée  rencontre  Tellipse  (E)  en  deux  points  P 
et  Qi  elle  est  normale  singulière  relativement  au  point  Q 
et  normale  non  singulière  relativement  au  point  P  :  donc 
à  une  position  du  point  B  ne  correspond  qu'un  seul 
triangle  BCD  ^  donc  ce  triangle,  dans  son  déplacement, 
enveloppe  une  conique  (L)  ayant  les  mêmes  aves  en 
position  que  l'ellipse  donnée.  Or  les  ellipses  (E)  re- 
couvrent tout  le  plan  ^  il  en  est  de  même  des  ellipses  (L)  : 
donc  tout  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  po- 
sition jouira  des  propriétés  du  triangle  BCD,  et  Ton 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Quand  un  triangle  BCD  je  déplace 
en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  [S)  et 
(L)  ayant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normales  à 
l'ellipse  (S)  aux  trois  points  B,  C,  D  concourent  en 
un  même  point  P  \  le  lieu  de  ce  point  P  est  une  ellipse 
tangente  en  quatre  points  à  la  développée  de  (S). 

Théorème  V.  —  Si  l'on  mène  d'un  point  les  quatre 
normales  à  une  ellipse,   on  peut  tracer  une  conique 
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ayant  les  mêmes  axes  en  position  et  tangente  aux  trois 
côtés  de  l'un  des  triangles  formés  as^ec  trois  des  quatre 
pieds  des  normales  comme  sommets;  chacun  de  ces 
triangles  donne  d'ailleurs,  en  général,  naissance  à  une 
conique  distincte. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  énoncé  différent  du  théo- 
rème précédent. 

Reprenons  les  ellipses  particulières  que  nous  avons  con 
sidérées.  Si  Ton  donne  à  h  diverses  valeurs,  on  aura  une 
série  d'ellipses  partageant  dans  un  même  rapport  les  seg- 
ments des  normales  comptés  depuis  le  pied  de  ces  nor- 
males^ parmi  ces  courbes  se  trouvent  des  droites  et  des 
cercles  :  les  droites  sont  les  axes  de  symétrie  de  l'ellipse 
donnée,  et  les  cercles  sont  les  cercles  concentriques  à 
l'ellipse  donnée  et  ayant  pour  rayons  a  —  i  et  a-^b. 
On  retrouve  ainsi  des  résultats  bien  connus. 

Considérons  maintenant  les  quatre  normales  issues 
d'un  point  P(a,  P),  parmi  lesquelles  se  trouve  une  nor- 
male singulière  correspondant  à  la  valeur  k. 

L'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  pieds  des  nor- 
males a  pour  équation 

(i)  ^'«V — b^^x  —  (a* — b^)xy^=^o. 

L'équalion  qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  des  nor- 
males est 

(2)  (a*— 6*)V*+2  6«(a2_ôî)py5-H...— 6«p«=:o. 
Considérons  un  cercle  ayant  pour  équation 

(3)  x^-^y^—ikx—  2674-0  =  0. 

Les  ortlonnées  des  points  de  rencontre  du  cercle  et  de 
l'ellipse  sont  données  par  l'équation 

(  -hè*[(a*-hC)*— 4a*A*]=:zo. 
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Soit  A{Xi  ^jx  )  le  pied  de  la  normale  singulière  issue 
du  point  P,  et  soient  r 2,  j^3,j^4  les  pieds  des  trois  autres 
normales  issues  du  point  P,  points  que  nous  désignerons 
par  B,  C,D',  si  le  cercle  représenté  par  Téquation  (3) 
.passe  par  les  points  B,  C,  D,  les  équations  (2)  et  (4) 
auront  pour  solutions  ji,j„j3  5j4,  et  —  Jnja,  Js,/*. 
On  aura  donc 

—  4B6« 
On  en  déduit 

et,  comme  on  a 

il  vieiu 

Donc,  si  Ton  suppose  que  le  point  P  se  déplace  sur  Tel- 

lipse  correspondant  à  la  valeur  k^  le  centre  T  du  cercle 

circonscrit  au  iriangle  BCD  décrit  une  ellipse  dont  on  a 

facilement  l'équation  à  l'aide  des  formules  (5).  On  trouve 

<le  même  que  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  a  pour 

coordonnées 

__aM-6M-2^ 

y—    3{a2— 6»)  y^' 

""-       3{a^-b^')    ""'' 

Ce  point  G  décrit  donc  une  ellipse  dont  on  a  facile- 
ment Téquation  \  il  en  est  de  même  pour  le  point  de  con- 
cours H  des  hauteurs  et  le  centre  I  du  cercle  des  neuf 
points  du  triangle.  Considérons  la  figure  formée  avec 
les  points   P,  A,  T,  G,  H,  I  ;  toutes  les  droites  de  cette 


L 
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figure  restent,  pendant  leur  déplacement,  normales  à 
autant  d'ellipses  fixes  :  en  eiTct,  Tune  quelconque  de  ces 
droites  réunit  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  de 
la  forme  (Xxj,  V^^i  ),  (.(Jlj:<,  [t-'j-i  ),  et  il  est  évident  que, 
si  le  point  dont  les  coordonnées  sont  Xt^yi  décrit  une 
(ellipse  ayant  pour  équation 

•3?î   ..>'?_, 

les  deux  points  que  nous  considérons  décriront  des  ellipses 
ayant  lesmônicsaxesen  position,  et  la  droite  qui  les  joint 
sera  normale  à  une  ellipse  ayant  aussi  les  mêmes  axes  en 
position.  On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théoeème  VI.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  les  normales  aux  sommets  con- 
courent en  un  point  P  (fui  décrit  une  ellipse;  le  centre 
de  gravité  du  triangle,  le  point  de  concoures  des  hau- 
teurs, le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  décrivent  des  ellipses,  et  les  droites  qui 
joignent  le  point  P  à  ces  points,  ainsi  que  la  droite  qui 
joint  ces  points,  sont  normales  à  autant  d'ellipses  fixes. 

Reprenons  les  équations  (2)  et  (4);  elles  nous  donnent 
encore 

on  en  tire 

6«p«:=:(a»-hC)*— 4a'AS 
mais  on  a 

Ann.  de  Alackém.,  2*  série,  t.  XX  (Février  1881).  6 
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donc 

d'où 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIL  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  le  centre  des  ellipses  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonscrit 
au  triangle,  qui  a,  par  conséquent,  pour  enveloppe  une 
anallagmatique  du  quatrième  degré. 

Lorsque  la  quantité  Xr  varie,  toutes  ces  courbes  du  qua- 
trième degré  restent  tangentes  à  Tellipse  donnée  eu  ses 
quatre  sommets.  Supposons,  en  particulier,  que  la  puis- 
sance C  soit  nulle,  ce  qui  donne  pour  A*  la  valeur 
—  (a^-f-i^)^  les  valeurs  a  A,  2B  deviennent  alors 

2  A.  —  —  i37j  y 

2B  — -7,. 

Le  cercle  dont  il  s'agit  est  alors  décrit  sur  un  demi- 
diamètre  de  Tellipse  comme  diamètre.  Ce  cercle,  qui 
passe  par  les  pieds  B,  C,  D  des  trois  normales  issues  du 
point  P,  passe  par  le  point  A',  symétrique  du  pied  A  de 
la  normale  singulière  par  rapport  au  centre  de  rellipsc. 
Prenons  les  demi-diamètres  conjugués  des  droites  OB, 
OC,  OD^  ces  trois  demi-diamètres  détermineront  sur 
Tellipsc  trois  points  B',  C,  IV,  et  les  normales  en  ces  trois 
points  seront  concourantes  \  soit  F  leur  point  de  con- 
cours :  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  sur  l'ellipse.  Soit  k 
le  point  où  la  normale  en  B'  rencontre  le  grand  axe^  le 
demi-diamètre  OB,  perpendiculaire  à  cette  normale,  a 
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une  longueur  égale  à  -  B'K;  si  donc  nous  faisons  tour- 
ner de  90"  autour  du  point  O  le  cercle  OBCD,  les  droites 
OB,  OCn  OD  deviendront  parallèles  aux  trois  normales 
issues  du  point  P',  et  le  diamètre  OA'  de  ce  cercle  de- 
viendra parallèle  à  la  normale  qui  a  son  pied  en  P.  Donc, 
si  sur  les  normales  issues  de  P'  on  prend  des  longueurs 
proportionnelles  aux  segments  B'K  interceptés  entre 
Taxe  et  les  pieds  des  normales,  ou,  plus  généralement, 
entre  les  pieds  des  normales  et  Tune  de  nos  ellipses,  les 
extrémités  de  ces  droites  seront  sur  un  cercle  tangent  à 
l'ellipse  en  P,  le  centre  de  ce  cercle  sera  sur  l'une  de 
nos  ellipses,  et  la  normale  issue  de  ce  point  et  ayant  son 
pied  en  P  sera  la  normale  singulière  correspondante. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  \TLfI.  —  Si  l'on  décrit  un  cercle  sur  un 
rayon  OA'  de  l'ellipse  comme  diamètre,  il  rencontre 
l'ellipse  en  trois  points  B,  C,  D,  les  normales  en  ces 
tF^ois  points  sont  concourantes,  et  les  trois  normales  aux 
points  B',  C,  ly,  extrémités  des  demi-diamètres  conju- 
gués de  OB,  OC,  OD,  concourent  sur  l'ellipse. 

Reprenons  l'étude  d'un  triangle  BCD  qui  se  déplace 
en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position^  nous  nous  proposons  de  cal- 
culer les  longueurs  de  ses  côtés;  le  problème,  attaqué 
directement,  donne  lieu  à  des  calculs  à  peu  près  impra- 
ticables; nous  allons  établir,  à  l'aide  des  théorèmes 
précédents,  des  relations  très  simples  entre  les  longueurs 
de  ces  côtés.  Proposons-nous  de  calculer  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle;  rappelons  que  les  nor- 
males à  l'ellipse  aux  points  B,  G,  D  concourent  en  un 
point  P  ayant  pour  coordonnées  a,  ^;  en  considérant 
l'ellipse  (E)  qui  passe  au  point   P  et  qui  correspond 
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à  la  valeur /r,  et  appelant  x^^ji  les  coordonnées  du 
pied  de  la  normale  singulière  issue  du  point  P,  A  et  B 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  BCD,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a,  en  se  re- 
portant aux  formules  précédemment  établies, 

C  ~  — (a»-4- 6*-+- A:)=:  A«-+- B«— R», 
d'où 


W 


Comme  le  point  {Xi^y^)  est  sur  l'ellipse,  on  voit  que 
l'expression  contient  le  seul  paramètre  jl  au  premier 
degré'. 

En  appelant  x^j  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BCD,  8  la  distance  du  centre  de  gravité 
au  centre  du  cercle  circonscrit  et  S^  la  somme  des  carrés 
des  côtés  du  triangle,  on  a 

2«==9(R«-8«), 

8«=(A-^)«-4-(B-r)S 

En  remplaçant  x,  j^  A,  B  par  les  valeurs  qui  ont  été 
données  plus  haut,  on  trouve,  après  quelques  simplifi- 
cations. 


^^^         '  .....  .      .^«^2)tN 


3c«  J 

On  voit  que  cette  expression  est  encore  une  fonction 
linéaire  du  paramètre  jj. 

Enfin,  cherchons  à  calculer  la  surface  du  triangle 
BCD.  Rappelons  que  la  surface  du  triangle  dont  les 
sommets  ont  pour  coordonnées  x^^y^'^  Xi^j^h  -^^si /s 
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est  donnée  par  l'égalité 


1     I        ^4       J*    i 


Or  ici  on  a 


on  trouve  alors 


^  S     _.        (  ji  —  .n  )  (.y»  —  .ri  )  (ri  —  .y»  ) 

Les  quantités  J^4}JK29^3  sont  données  par  une  équa- 
tion facile  à  former,  et  l'on  trouve,  après  un  calcul 
assez  long  et  qu^il  est  inutile  de  rapporter, 

(^^  s^^^K — ^^ — )  -?(^'-^^)(^^-7«-j  • 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IX.  —  Lorsqu  'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  il  existe  deux  relations  li- 
néaires entre  le  carré  de  la  surface,  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  et  la  somme  des  carrés  des  trois 
côtés. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  donne  la  so- 
lution d'un  grand  nombre  de  questions  particulières-, 
nous  allons  appliquer  nos  formules  à  quelques  cas 
simples.  Remarquons  d'abord  que,  si  le  coefficient  du 
paramètre  variable  j\ ,  qui  définit  le  triangle  dans  cha- 
cune de  ses  positions,  est  nul,  la  fonction  oorrespon* 
dante  R^,  2>  ou  S^  est  constante. 

Egalons,  par  exemple,  à  zéro  le  coefficient  de  ^^  dans 
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l'expression  (X)  qui  donne  R^  ]  nous  aurons 

d'où  Ton  lire 

et 

kz=:ab  —  a}  —  b^. 

La  seconde  valeur  convient  seule;  elle  correspond  au 
cas  où  le  triangle  BCD  est  inscrit  dans  l'ellipse  et  cir- 
conscrit à  un  cercle  concentrique;  en  transportant  cette 
valeur  de  h  dans  les  expressions  de  S^  et  de  S*,  on  ob- 
tient les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonction  du  para- 
mètre variable  j\ . 

Si  l'on  considère  le  coefficient  de  j^J  dans  les  expres- 
sions générales  de  S^  et  de  S^,  on  voit  qu'il  est  nul  pour 

la  même  valeur  A= dans  les  deux  expressions. 

On  voit  donc  que,  quand  un  triangle  est  inscrit  dans  une 
ellipse  et  circonscrit  à  une  ellipse  homothétique  et  dont 
les  axes  sont  deux  fois  plus  petits,  non  seulement  sa  sur- 
face est  constante,  comme  on  le  sait,  mais  aussi  la  somme 
des  carrés  de  ses  côtés,  résultat  très  facile  à  vérifier  par 
un  calcul  direct.  On  trouve  alors  pour  R^  l'expression 

Prenons  un  autre  cas  particulier.  Supposons  que  les 
deux  coniques  auxquelles  le  triangle  reste  inscrit  et  cir- 
conscrit soient  homofocales  :  on  sait,  d'après  un  beau 
théorème  de  M.  Chasles,  que  le  triangle  est  alors  de 
périmètre  constant;  mais  alors  l'expression  de  S*  et  celle 
de  2*  nous  montrent,  après  l'élimination  de  y\^  qu'il 
existe  une  relation  linéaire  entre  la  somme  des  produits 
deux  à  deux  des  côtés  et  le  produit  de  ces  mêmes  côtés. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  ; 
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Théorème  X.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 

restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  homofo- 

cales,  il  existe  une  relation  linéaire  entre  le  produit 

de  ses  côtés  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux. 

Pour  trouver  cette  relation  numérique,  il  faut  d'abord 
calculer  le  périmètre  constant  du  triangle  \  on  trouve 


^  \/2  v/^^-h  a^i.à'--  b^)  —  a*—  6» 


-h  \/2a^—  b*-h  2  s/b'*-^a^{à^—  b^). 

On  peut  remarquer  que  le  carré  de  p  ne  contient  qu'un 
seul  radical,  qui  est 


Il  faut  trouver  la  valeur  de  h\  pour  cela,  nous  nous 
servirons  des  formules  générales  qui  lient  la  valeur  de  A' 
aux  longueurs  des  axes  des  deux  ellipses  auxquelles  le 
triangle  reste  inscrit  et  circonscrit 5  ces  relations  sont, 
en  appelant  rz,  b,  al^  V  les  demi-axes  des  deux  ellipses, 

a'      b' 
a       b 

a^-^k  =  ^(a^—b^), 
a  ^  ' 

b^^k  —  ^^^à'—b^). 

Ces  formules  donnent  immédiatement  Téquation  de  Tel- 
lipse  décrite  par  le  point  de  concours  des  normales*,  cette 
ellipse  a  pour  demi-axes 


a 


a' 


b'- 


b^ 
Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  on  trouve 
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pour  al  la  valeur 


et  pour  Ar  la  valeur 


En  transportant  cette  valeur  de  h  ainsi  que  la  valeur 
de  p  dans  les  expressions  de  S*  et  de  S^,  puis  en  élimi- 
nant y\  entre  ces  deux  relations,  on  trouve  la  relation 
assez  compliquée,  mais  linéaire,  entre  le  produit  des 
côtés  du  triangle  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux.  Les  longueurs  des  trois  côtés  du  triangle  variable 
sont  donc  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

X'—  2joX*-hXXH-mX-i-/?  =  o, 

équation  dans  laquelle  \  est  le  seul  paramètre  variable. 
Reprenons  l'étude  générale  d'un  triangle  qui  se  dé- 
place en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses 
ayant  les  mêmes  axes  en  position.  En  se  reportant  aux 
notations  précédentes  et  en  considérant  le  triangle  BCD, 
on  voit  que  les  points  de  contact  des  côtés  de  ce  triangle 
avec  leur  enveloppe  forment  un  triangle  B|CiD<  ayant 
les  mêmes  propriétés  que  le  premier  ^  ce  triangle  donne 
à  son  tour  naissance  à  un  triangle  B2C2D2,  et  ainsi  de 
suite.  Nous  nous  proposons  d'étudier  l'ensemble  de  tous 
ces  triangles.  Considérons  d'abord  les  ellipses  enve- 
loppes des  côtés  de  ce  triangle  et  les  quantités  h  qui  leur 
correspondent.  Entre  deux  ellipses  consécutives,  on  a 

les  relations 

a!      h' 
a       b 

k^a'--{a^^b^)=b^'h^{a^—b^). 
a  o 
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L'ellipse  suivante  aura  pour  demi-axes  — >  -r--  Donc, 

en  posant  —  =  X,  on  aura,  pour  déterminer  la  suite  des 
axes  et  les  quantités  Ar,  les  relations 


k,  :=s.  a}—  /(a*—  b^)  —  a*(i  —  X) 4-  a^>«, 

A-,  irz  (  I  —  X)X«a»  -h  X 6«(i  -  X)*, 

> 

A-,„  :rz(  I  —  X)X'"a*-r  X^>*(i  —  X)"*. 

Pour  déterminer  complètement  les  triangles  les  uns 
par  rapport  aux  autres,  il  faut  déterminer  la  relation  qui 
existe  entre  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  singu- 
lières relatives  aux  deux  points  P  et  P|  où  viennent  se  ren- 
contrer les  normales  en  B,  C,  D  et  en  B| ,  Ci ,  D| ,  sommets 
de  deux  triangles  consécutifs.  Si  Ton  appelle  x^^y^  '^* 

coordonnées  du  point  B  situé  sur  Tellipse  ~  4-  ^  =  1 , 

et  (a',  P')  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
normales  menées  aux  points  Cj,D|  à  Tellipse  enve- 
loppe des  côtés  du  triangle  BCD,  on  a  les  relations  con- 
nues 

P  —  7^ — * TT; — l '        *   ::_..., 

«  Ji  -H  b'-x{ 
et,  en  remplaçant  x^  par  sa  valeur  en  fonction  de  j^a, 
puis  chassant  le  dénominateur,  on  a  une  relation  du  troi- 
sième degré  en  j^2  qui  doit  donner  à  la  fois  les  ordonnées 
des  trois  points  B,  C,  D.  On  a,  pour  somme  des  racines, 

r. +/»  H- j*  ^  —7-, 
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En  remplaçant  celte  somme  des  racines  par  sa  valeur 
en  fonction  de  [3,  ordonnée  du  point  de  concours  des 
normales  en  B,  C,  D,  valeur  tirée  des  calculs  faits  au 
commencement,  on  voit  qu'il  existe  deux  relations  de  la 
forme 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  XL  —  Si  l'on  considère  un  triangle  qui 
se  déplace  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  el- 
lipses ayant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normales 
aux  sommets  de  ce  triangle  concourent  en  un  point  P, 
les  normales  aux  points  de  contact  de  ses  côtés  av^ec  leur 
eni^eloppe  concourent  en  P^,  et  ainsi  de  suite;  tous  les 
points  P,  P« ,  ...  décrix^ent  des  ellipses,  et  les  droites 
qui  joignent  entre  eux  de  toutes  les  manières  les  points 
P,  P< ,  . . . ,  /e5  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  les 
triangles  que  l'on  déduit  du  premier,  les  points  de 
concours  de  leurs  hauteurs,  les  centres  de  gravité,  etc., 
se  déplacent  en  restant  normales  à  autant  d'ellipses 
fixes. 

En  reprenant  nos  formules,  nous  trouvons 

,  _   ^  (i  — X)(i  — 2X)6^ __       (i  — X)(i  — aX) 

Pour  passer  au  triangle  suivant,    il  faudra  changer 

—  enr^X^ rr^;  1  expression  de  j  ,  peut  se  mettre 

sous  la  forme 


(9'  ) 

en  posant 

X« 

(I  — X)(i  — ai)  6» 

X' 

'      (i-X)'' 

V—  ^~' 
i-aX 

On  aura  alors 

r'" 
On  a  donc,  pour  l'expression  générale  dej^*,"", 


/i    —  (U-hV)(U;;-h  V)(U^«-f- V;...(U-3'«-»-hV) 

D'après  cela,  nous  pouvons  calculer  les  quantités  R*, 
S^,  2^  relatives  au  /»**"•  triangle,  déduit  du  triangle 
BCD ,  en  fonctions  de  quantités  connues  ;  Tordon* 
née  p^*"^  du  point  de  concours  des  normales  aux  sommets 
de  ce  /«'*"•  triangle  est  donnée  par  la  relatipn 

On  pourra  donc,  à  l'aide  de  ces  formules,  calculer  les 
éléments  de  l'un  quelconque  des  triangles  de  la  suite 
considérée,  en  fonction  des  éléments  du  premier  triangle. 
On  peut  se  proposer,  relativement  aux  diverses  quan- 
tités qui  figurent  dans  cette  question,  divers  problèmes 
d'Analyse  plus  ou  moins  intéressants;  on  peut,  par 
exemple,  chercher  l'équation  de  la  courbe  qui  passe  par 
les  points,  en  nombre  infini,  où  viennent  se  croiser  les 
trois  normales  aux  sommets  de  chacun  des  triangles  dé- 
duits   successivement  du  premier;   quand  le  premier 
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triangle  est  défini,  chacun  de  ces  points  est  connu,  et  la 
courbe  qui  les  contient  tous  est  définie. 

La  question  générale  que  nous  avons  traitée,  et  qui 
se  rapporte  à  un  triangle  quelconque  inscrit  et  circon- 
scrit à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  position, 
peut  aussi  être  envisagée  comme  une  question  de  maxi- 
mum ou  de  minimum,  et  c'est  ce  que  nous  allons  dé- 
montrer. 

Considérons  une  ellipse  donnée  A,  et  un  triangle  MNP 
inscrit  dans  cette  ellipse  et  tel  qu'une  fonction  symé- 
trique des  éléments  de  ce  triangle  soit  maximum  ou  mi- 
nimum; supposons  qu*un  point  quelconque  Aq  l'ellipse 
puisse  être  pris  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  ré- 
pondant à  ce  maximum  ou  ce  minimum  :  ce  premier  som- 
met étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  le  triangle  mini- 
mum correspondant  sera  complètement  déterminé  et 
d'une  seule  manière;  donc  il  y  aura  une  infinité  de 
triangles  répondant  au  maximum,  et  tous  ces  triangles 
inscrits  à  l'ellipse  seront  en  même  temps  circonscrits  à 
une  ellipse  qui,  par  raison  de  symétrie,  aura  les  mêmes 
axes  en  position  que  l'ellipse  donnée  ;  la  fonction  qui  sera 
maximum  pour  tous  ces  triangles  qui  se  déplacent  d'une 
manière  continue  sera  nécessairement  constante.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TnÉonÈMB  XII.  —  Si  un  point  quelconque  d'une  el- 
lipse peut  être  pris  pour  l'un  des  sommets  d^  un  triangle 
inscrit  et  qui  soit  tel  qu  ^  une  Jonction  symétrique  don- 
née de  ses  éléments  soit  maximum  ou  minimum,  il 
existe  une  infinité  de  ces  triangles  qui  sont  tous  cir- 
conscrits à  une  ellipse  ayant  les  mêmes  axes  en  posi- 
tion, et  la  Jonction  considérée  est  constante  pour  tous 
ces  triangles. 

Les  cas  particuliers  les  plus  simples  du  théorème  que 
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nous  venons  d'énoncer  sont  bien  connus  :  ce  sont  les 
cas  où  la  fonction  donnée  est  la  surface  ou  le  péri- 
mètre du  triangle.  Il  est  important  de  remarquer  que, 
en  général,  on  ne  peut  prendre  pour  Tun  des  som- 
mets d'un  triangle  répondant  à  la  question  de  maximum 
ou  de  minimum  un  point  quelconque  de  l'ellipse,  et 
il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  fait.  Cherchons, 
par  exemple,  à  inscrire  dans  l'ellipse  un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  côtés  soit  maximum  :  il  est  facile 
de  voir  que  les  normales  à  l'ellipse  aux  sommets  de  ce 
triangle  devront  être  les  médianes  du  triangle.  Or,  un 
point  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  on  ne  peut  con- 
struire un  triangle  ayant  son  sommet  en  ce  point  et  dont 
les  médianes  soient  les  normales  aux  trois  sommets.  Au 
contraire,  un  point  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse, 
on  peut  construire  un  triangle  inscrit  ayant  un  sommet 
en  ce  point  et  dont  les  hauteurs  ou  les  bissectrices  soient 
les  normales  aux  trois  sommets,  et  ces  deux  cas  sont  pré- 
cisément ceux  du  triangle  de  surface  maximum  et  du 
triangle  de  périmètre  maximum. 

Considérons  un  triangle  ABC  donné  et  qui  reste  fixe  \ 
d'après  les  théorèmes  que  nous  avons  établis,  il  existe 
une  infinité  de  systèmes  de  deux  coniques  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  et  dont  Tune  est  inscrite  et 
l'autre  circonscrite  à  ce  triangle;  l'un  de  ces  systèmes 
étant  choisi,  les  normales  en  A,  B,  C  à  la  conique  cir- 
conscrite concourent  en  un  point  P.  Nous  nous  propo- 
sons d'étudier  le  lieu  de  ce  point  P  quand  le  système  des 
coniques  varie. 

Nous  allons  d'abord  établir  une  proposition  de  Géo- 
métrie élémentaire  qui  peut  être  utile  dans  certains  cas. 
Cette  proposition  est  la  suivante  : 

Théorème  XIIL  —  Si  Von  considère  un  triangle  ABC 
et  un  point  P  pris  dans  son  plan;  si  l'on  projette  ce 


1 

j 
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point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés  et  si  Von  consi- 
dère  le  triangle  h!^'Q!^  dont  les  côtés  sont  les  perpen- 
diculaires élei^ées  en  A,  B,  C  aux  droites  PA,  PB,  PC, 
les  deux  rapports 

QB.SA.RG 
^'^  QC.SB.RA' 

A^B.C^A^B^G 
^^^  G'B.B'A.A'C 

sont  égaux. 

Pour  démoQtrer  ce  théorème,  il  suftit  de  remarquer 
que  les  triangles  semblables  donnent  les  égalités 

QGBA'       QB      CA 
d'où 


PG^PA''     PB~"JPA'' 


QG  _  BA '  PC 
gB~GA'  PB' 

En  écrivant  deux  autres  égalités  analogues,  on  a  le 
théorème  énoncé,  qui  s'applique  au  cas,  plus  général,  où 
les  perpendiculaires  seraient  remplacées  par  des  droites 
faisant  avec  les  droites  considérées  un  même  angle  donné 
quelconque.  (  ji  suii^r^e,  ) 


CORRESPONDANCE. 


Monsieur  et  cher  Collègue, 

Le  Rapport  de  M.  Laisant  (Congrès  de  Montpellier) 
donne  un  résumé  d'une  méthode  de  transformation  des 
figures  de  notre  ancien  camarade  G.  de  Longchamps. 
Si  je  n'ai  pas  signalé  le  fait  dans  la  Note  que  j'ai  rédigée 
et  qu'ont  publiée  les  Nous^elles  Annales,  c'est  que  la 
rédaction  de  cette  Note  remonte  à  trois  ans,  que  les 
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résultats  importants  en  ont  été  insérés  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  et  que 
j'ai  signé  le  bon  à  tirer  avant  le  Congrès  de  Montpellier 
et  à  plus  forte  raison  avant  l'impression  du  Kapport  de 
M.  Laisant.  Je  vous  prie  de  signaler  ce  fait  dans  les 
Nouvelles  Annales;  car,  si  je  fais  bon  marché  des 
questions  d'amour-propre,  j'attache  une  grande  impor- 
tance aux  questions  de  probité. 

Veuillez  agréer,  etc. 

E.  Amigues. 
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QUESTIONS. 


1355.  Les  droites  rectangulaires  OX,  OYsont  les  di- 
rections des  axes  d'une  ellipse  ; 
M  un  point  de  la  courbe  \ 

N  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  Taxe  OX^ 
MQla  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  OY^ 
MNP  un  triangle  dont  les  côtés  MP,  NP  sont  respec- 
tivement égaux  à  MQ,  NO. 

Si  Ton  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angle  MPN,  et  de  > 
chaque  côté  du  point  P,  des  distances  PD,  PIX  égales 
entre  elles  et  telles  que  PD2=  MPxPN,  la  circonfé- 
rence passant  par  les  points  D,  IVet  ayant  son  centre  sur 
OY  coupera  Taxe  OX  aux  deux  foyers  de  l'ellipse, 

(A.  BoiLLEAU.) 
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{  97  ^ 

THÊORIB  DES  POINTS  SINGULIERS  DANS  LES  COURBES 
ALGfiBRIQUES; 

Par  m.  Gh.  BIEHLER. 


Seconde  Partie. 

1 .  INous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  le  point 
multiple  est  à  l'infini.  Supposons-le  d*abord  a  Tinfini 
dans  la  direction  de  Taxe  des  r»  et  soit 

I  F(j:,  r)=icp^(a:)j'"-/'-+-o,,^i(.r)r'»-''-*^-... 

l'équation  de  la  courbe  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  j  ,  ^^{jc)  désignant  d'une  manière  géné- 
rale un  polynôme  de  degré  [jl  en  x. 

Soit  a  une  racine  simple  de  Téquation  fp{^)  =  o. 

Coupons  la  courbe  par  une  droite  parallèle  à  la  droite 
j:  =  a  et  voisine  de  cette  droite,  soit  o:  =  a  -h  e-,  l'équa- 
tion 

'       i  -+-?m~l(«H-Ê)j-H?m(«-l-0=^O 

nous  donnera  les  ordonnées  des  poin  ts  d'intersection  de 
la  droite  et  de  la  courbe.  Posons  ^  =r  •-  et  multiplions 
les  deux  membres  de  l'équation  (a)  par  z'^^p  -,  il  viendra 


(3)     , 

A  chaque  racine  infiniment  petite  de  l'équation  (3) 
correspond  une  racine  infiniment  grande  de  l'équa- 
tion (a). 

/énn.  Je  Mathrm.^  i*  série,  t.  XX  (Map»  1881).  7 
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(98) 
Supposons 

et  soit  'fy>+7(«)  la  première  des  quantités  de  la  forme 
Oj,(^),  qui  ne  s'annule  pas^  Téquation  (3)  prendra  la 
forme 

(i  étant  une  racine  simple  de  l'équation 

o,,(.r)=:o, 
on  a 

et  les  termes  qui  suivent  (f'^  [a)  dans  les  premières  pa- 
renlhèses  renferment  tous  soit  e,  soit  z  en  facteur;  il  en 
est  de  même  pour  les  termes  renfermés  dans  les  secondes 
parenthèses,  à  l'exception  du  premier. 

Quand  e  tend  vers  zéro,  l'équation  (4)  acquiert  q  ra- 
cines nulles,  et  on  pourra  l'écrire  sous  la  forme 

(5)  4?',>(^)  -^  «]  +  ^''[^p-^qi^)  -H  6]  =r=  O, 

a  et  6  étant  des  quantités  qui  sont  aussi  voisines  de  zéro 
que  l'on  veut  lorsqu'on  substitue  à  z^  dans  les  paren- 
thèses, l'une  des  q  racines  voisines  de  zéro  qu'acquiert 
Téquatiou  (4)  pour  de  petites  valeurs  de  e.  On  pourra 
donc,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
première  Partie  (  *  ),  représenter  par  la  formule 


(6)  z^z 


-i>Ls 


?/>+?(«) 


(')   Voir  ]e   numéro  de  noyemhre  iS8o  des  A'ouvelles  Annales  de 
Afa  thématiques. 


(  99  ) 
les  valeurs  approchées  des  q  racines  înfinîmenl  petites 
de  Téquation  (4)-  Si  y  est  impair,  l'équation   (6)  n'a 
qu'une  seule  racine  réelle,  et  cette  racine  est  de  signe 

contraire  a  celui  de  -^ 


ip-^fi 


(a) 


Soit  OA  =  a  {fig.  i)  et  supposons  le  rapport 


positif;  pour  une  valeur  positive  de  s,  la  racine  réelle  de 
l'équation  (6  )  est  négative  ;  on  obtient  donc  un  point  M' 

Fi«.    I. 


}l 

1 

0 

b; 

A: 

ï 

du  côté  des  j^  négatifs  sur  la  droite  B,  Bj,  dont  Téquatioii 
est  a:  =  rt  -H  e  ^  quand  e  tend  vers  zéro,  cette  racine  en- 
gendre la  branche  B'M'^  pour  des  valeurs  négatives  de  e, 
on  obtient  la  branche  BM^  ces  deux  branches  sont 
asymptotes  à  AB  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  et  le 

signe  du  rapport     '^    — r  donne  la  position  de  la  courbe 


ip-^q 


(«) 


par  rapporta  son  asymptote. 

Supposons  maintenant  q  pair  et     '^     — r  positif^  pour 

des  valeurs  positives  de  e,  toutes  les  racines  infiniment 
petites  de  l'équation  (3  )  sont  imaginaires^  si,  au  con- 
traire, on  donne  à  e  des  valeurs  négatives,  deux  des  ra- 
cines infiniment  petites  de  l'équation  (5)  sont  réelles-. 


(  1^^  ) 
Tune  d'elles  est  positive  et  l'autre  négative.  Ou  obtient 
donc,  sur  la  droite  B|  B^  [fig.  2),  deux  points  situés 
Tun  dans  la  région  des  j^  positifs,  l'autre  dans  la  région 
des  y  négatifs.  Quand  e  tend  vers  zéro,  les  deux  racines 


Fig.  2. 

'  'il 

B 

i 

0 

1 

A                    .     . 

1 

b; 

B' 

considérées  engrndrent  les  branches  MB,  M'B^  situées 
d'un  niôiiHî  côté  de  l'asymptote. 

On  voit  que  l'équation  (  5  )  a  une  forme  analogue  à 
celle  que  présente  l'équation  (7)  de  la  première  Partie  ; 
ce  dernier  cas  correspond  à  celui  où  le  point  est  d'in- 
ilexion. 

Ce  que  Ton  vient  de  dire  de  la  racine  simple  a  de  l'é- 
quation ^p[x)  =  o  s'applique  à  toutes  les  autres  racines 
simples  de  cette  équation^  on  construira  donc  de  la 
même  manière  toutes  les  branches  infinies  fournies  par 
les  autres  racines. 


S.  Considérons  maintenant  le  cas  où  'f|»(j:)  =  o  ad- 
met une  racine  double  a\  dans  ce  cas, 


*'^(rt)  — o     el     *^]M)>o\ 


(   «oi   ) 
t'équation  (  3  )  pourra  donc  s'écrire 


;?;(«)- 


rî?r^«) 


î?n«) 


1.2"^'  p\ 

(7)  <       -*--[op^,(a)-h£:p;^,(a)4-...]--^-- 
f       -H  5"»-''   ?,„(a)  -H  e  o;^(a)  -h. . . -h  -^ 

Supposons  que  a  n'aunulc  pas  la  fonction  ^p^\{x)  \  dans 
ce  cas,  Téquation  (7)  pourra  s'écrire 

(8)  -^  [?;(«)  -+-«]-+-  -sLTp-^iC^)  -t-  6]  =  o, 

analogue  a  l'équation  (i  1)  de  la  première  Partie. 

Les  quantités  a  et  6  sont  aussi  petites  que  l'on  veut 
lorsque  z  désigne  la  racine  infiniment  petite  de  l'équa- 
tion (8). 

La  valeur  approchée  de  z  est  l'expression 

On  voit  aisément  qu'à  cette  racine  correspondent  deux 

Kig.  3. 

.V  Mil 


IB' 


branches  de  courbe  analogues  à  celles  de  isifig-  3,  con- 


struite dans  l'hypothèse 


(     I02    ) 

Ces  considérations  s'appliquent  à  toutes  Jes  racines 
doubles  de  l'équation  cp^(.r)  =  o   qui  n'annulent   pas 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  où  ?/»+«(«)  =  o  et 
?)»-hi  ( ^)  <  ^7  ainsi  que  ©p+a  (^' )  <  ^î  ^  étant  toujours  une 
racine  double  de  Op[x)  =  o. 

L'équation  (  3  )  prendra  alors  la  forme 

y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infiniment 
petits  devant  les  trois  premiers  pour  des  valeurs  infini* 
ment  petites  de  e  et  de  2. 
Posons 


Téquation  (9),  après  cette  substitution,  renferme  dans 
son  premier  membre  e'  en  facteur-,  si  l'on  débarrasse  le 
premier  membre  de  ce  facteur,  il  vient 

Y  étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  e  en 
facteur. 

Quand  e  est  très  petit,  la  fonction  ^  a  une  valeur  aussi 
voisine  que  Ton  veut  de  Tune  des  racines  de  l'équation 
du  second  degré 

(lO         —  ?';,(^)^-î?p,l(«)-+■ç-o^-H2(«)  — o. 

Soient  ^0  ^t  S«  les  racines  de  cette  dernière  équation  ; 
supposons  !^o  Cît  Si  réelles  et  inégales^  les  deux  racines 
de  l'équation  en  z  qui  tendent  vers  zéro  auront  pour  va- 
leurs approchées 


(  >o3  ) 
par  suite,  sî  Co  et  s»  soilt  de  même  signe,  la  courbe  pré- 
sentera une  disposition  analogue  à  celle  de  Isi/ig.  4  {'^o 
et  Ç,  sont  supposés  positifs),  et  sî  !^o  et  ÎJ,  sont  de  signes 


Fig.  4. 


Kig.  5. 


contraires,  la  courbe  présentera  une  disposition  ana- 
logue à  celle  de  ^Sijig,  5. 

Si  les  racines  de  l'équation  (11)  sont  imaginaires,  il 
n'y  a  pas  de  branches  réelles  asymptotes  à  la  droite  BB*. 
Enfin  si  les  racines  de  l'équation  (11)  sont  égales,  elle 
prendra  la  forme 

(12)     9p-K,(a)(î  -  ïo)'  -f.  A£  4-  Bs'  -f-  Gs^  4- . . .  =:  o, 
et,  par  suite, 

r        r         ^.    I      A£-+-Be«4-... 
V  ?/>-h2(«) 

les  deux  valeurs  de  v  qui  ont  pour  limite  wo  ont  donc 
pour  valeurs  approchées 

et  nous  donnent  une  disposition  do  la  courbe  analogue  à 
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TniORIB  DES  POINTS  SINGULIERS  DANS  LES  COURBES 
ALGfiBRieUES; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


Seconde  Partie. 

1 .  Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  où  le  point 
multiple  est  à  rinflni.  Supposons-le  d'abord  à  Tinfini 
dans  la  direction  de  Taxe  des  7  ,  et  soit 

(  F(x,  r)=:cp^(x)j'«-'/'-h?;,-^,(.r)v'»-A'-*-f-... 

i  -f-  ?  m  -  1  (  ^  )  .>'  4-  ?  ;„  (  ^  )  =  O 

Téquation  de  la  courbe  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  j)',  ^^{j^)  désignant  d'une  manière  géné- 
rale un  polynôme  de  degré  (ji  en  x. 

Soit  a  une  racine  simple  de  l'équation  ^p{jc)  =  o. 

Coupons  la  courbe  par  une  droite  parallèle  à  la  droite 
j?  =  rt  et  voisine  de  cette  droite,  soit  x  =  a  4-  e  ;  Téqua- 
tion 

,  .,    i  •/,(«-^-0.v'"-^-f-?„H-i(«-h£)r'""/'-*-h... 

(2)     \ 

*     (  -f-?,//-i(«-4-£)j+®/n(«-»-£.)=^o 

nous  donnera  les  ordonnées  des  points  d'intersection  de 
la  droite  et  de  la  courbe.  Posons  j^  =  ~  et  multiplions 
les  deux  membres  de  l'équation  (2)  par  5"*"/'  5  il  viendra 


(3)     , 

-^-?/«-l(«^-£)^"'"''"*■+-?/^(«-l-05"•  -f—o. 

A  chaque  racine  inGniment  petite  de  l'équation  (3) 
correspond  une  racine  infiniment  grande  de  Téqua- 
lion  (2). 

yinn.  de  Mathém..  a«  »<»ne,  t.  XX  (Mars  1881).  7 


(  -oG) 
Dans  cette  équation, yj]^( a, ^)  désigne  d'une  manière 
générale  Tenseinble  homogène  des  termes  du  degré  jjl. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

j -'"/«(■- :^)+ -'«-7»-.  (•.:^)+- 

ou  bien,  en  posant  /;(  ^f  '^.)  =  'f^(;^  )' 

Si  Ton  fait,  en  outre, 

y  ,  I 

a  étant  une  racine  de  Téquation 

Téquation  (3)  deviendra,  après  en  avoir  multiplié  les 
deux  membres  par  or''", 

.,.  (    ?m(«-f-/)-4-^-'ç),«-l(«H-/)H-... 

Si  Ton  développe  les  expressions   '^.^[a  -f-J^)  et  si  Ton 
remarque  que 

cp,;,(rt)rrro, 

Téquation  (4)  deviendra 


r 

1      ■+- 

(5) 


'm  -*,'  -,»'/«—! 


1'  "'  .r  1 


(  »o7  ) 
Si  l'on  pose 

l'équation  (  5  )  prendra  la  forme 

+  ^'*     7^?;i(«)-^>'f,«-l(«)-+-?m-2(«)     -H... 


(6) 


Xm-l 


ou,  après  la  suppression  du  facteur  x\ 

(7)  4'i(^)-+-.r'^2(À)^...  +  .'r"«-H,„(X)=o, 
en  posant,  pour  abréger, 

Dans  le  cas  le  plus  général  où  un  certain  nombre  de 
fonctions  ^^{'^^)  sont  identiquement  nulles,  par  exemple 
dans  le  cas  où  ^i  (X),  4s(^')î  •  •  •  ^  ^p^t  (^)  sont  identi- 
quement nulles,  Téquation  (7)  prend  la  forme 

(8)  a^'P'-'^p(l)  +  x'/' Vi(>0  H-. .  '-^^"^-'^.nO^)  =  o 
ou,  après  la  suppression  du  facteur  x'^~*, 

(9)  ^pO^)  +  ^%-^iO^)  +  .  .  .  -H  ^""-''4^m(>0  =  O. 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (3) 
de  la  première  Partie. 

6.  On  voit  aisément  que  si  Ton  construit,  dans  le  voi- 
sinage de  Torigine,  la  courbe  représentée  par  Téqua- 
tion  (  5  ),  4>(a'',  7')  =  o,  cela  équivaudra  à  la  construction 
de  la  courbe  (1)  à  Tlnfini  dans  la  direction  fournie  par  la 
racine  a  de  l'équation  's>„,(  11)  =  0. 


(  .o8  ) 
En  effet,  nous  avons  posé 

on  en  tire 

Si  nous  faisons  ensuite 

À  :r::Xo+  S, 

cela  reviendra  évidemment  à  couper  la  courbe  par  une 
droite  parallèle  à  la  droite j^^  =  a x  -h  )^o« 

Cette  droite  ^  =  ax  -h'ko  est  asymptote  à  la  courbe 
si  Xo  a  été  déterminé  de  manière  que  Téquation  en  a/ 
acquière  une  nouvelle  racine  nulles  par  suite,  Téquation 
en  X  acquerra  une  nouvelle  racine  inQnic.  L'équation 
y  =  ax-h'ko'h  ^  sera  alors  celle  d'une  parallèle  à  l'a- 
symptote y  =  aX'h'^o  et  aussi  voisine  que  l'on  voudra 
de  cette  droite  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  e. 

Les  équations  (  7  )  ou  (  9  )  entre  les  quantités  j/  et  X 
deviennent,  en  posant  X  =  Xo+e,  des  équations  entre 
les  infiniment  petits  a/  et  e  ;  elles  nous  donneront,  par 
des  raisonnements  identiques  à  ceux  de  la  première 
Partie,  les  valeurs  approchées  infiniment  petites  de  x^ 
pour  des  valeurs  très  petites  de  e,  et,  par  suite,  le  signe 
de  ces  valeurs  de  .x/  pour  des  valeurs  soit  positives,  soit 
négatives  de  e.  Donner  à  e  des  valeurs  positives,  c'est 
couper  la  courbe  par  des  parallèles  à  l'asymptote 
yzzz  ax  -I-  \  situées  au-dessus  de  cette  droite  ;  les  va- 
leurs négatives  de  s  donnent  des  parallèles  à  l'asymptote 
situées  au-dessous  de  cette  droite. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point,  la  dis- 
cussion étant  identique  k  celle  que  nous,  avons  dévelop- 
pée précédemment.  Nous  allons,  en  terminant,  rappeler 


(  I09  ) 
une  propriété  remarquable  de  la  courbe  représentée  par 
Téquation  (5)  en  x\j\  que  nous  avons  désignée  par 

4>(x',/)  =  0. 

La  courbe  ^{jf-^^j')  =  o  peut  être  considérée  comme 
une  transformée  par  perspective  de  la  courbe  représentée 
par  F(x,j>')  =  o. 

Si  Ton  conçoit,  eneflet,  un  système  de  deux  plans  rec- 
tangulaires (fig'g)  qui  se  coupent  suivant  la  droiteXY, 


et  un  point  o  dont  les  distances  aux  deux  plans  soient 
égales  entre  elles  et  à  Tunité  :  soient  O,  C  les  projections 
de  o  sur  les  deux  plans.  Si  Ton  unit  un  point  quel- 
conque M  du  premier  plan  au  point  o  par  une  droite, 
cette  droite  vient  percer  le  second  plan  en  un  point  M', 
qui  est  la  perspective  du  point  M.  Si  Ton  rapporte  les 
positions  de  M  et  de  M'  respectivement  aux  axes  xOj^y 
a/0'^',  on  a,  entre  les  coordonnées  x,  j,  a/^  y  des 
points  M  et  M',  les  relations 

par  suite,  si  le  point  M  décrit  dans  le  premier  plan  la 
courbe  F(.r,  j)  =  o,  le  point  M' décrira  dans  le  second 


(    no  ) 
plan  la  courbe  ^^{.i'\  j  ' —  n)  =r  o.  Cette  équation  prend 
la  forme  *(^',j')=o  par  une    translation    de   Taxe 
desj^'. 

La  courbe  <f>(a/,  >')  =o  peut  donc  être  considérée 
comme  une  perspective  de  la  première. 


THÉORÈMES  SUR  LES  NORMALES  A  L ELLIPSE; 

Par  m.  WKILL. 

[FIN    C').] 


Dans  le  cas  du  problème  proposé,  le  rapport  (2)  est 
égal  a  Tunité,  puisqu'il  existe  une  conique  tangente  aux 
côtés  du  triangle  A'B'C  aux  points  A,  B  et  C.  Le  rap- 
port (i)  est  donc  aussi  égal  à  l'unité.  Par  suite,  si  Ton 
désigne  par  a,  jî,  y,  a',  ji',  ''f  les  distances  du  point  P  aux 
six  droites  menées  par  chacun  des  points  A,  B  et  C,  per- 
pendiculairement aux  côtés  qui  aboutissent  en  ces  points, 
l'équation  du  lieu  du  point  P  sera 

Ce  lieu,  qui  est  du  troisième  degré,  a  pour  centre  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour 
asymptotes  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  côtés  ;  il  passe  par  les  trois  points  A,  B,  C,  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  le  point  de 
concours  de  ses  hauteurs  et  les  centres  des  cercles  in- 
scrit et  exinscrits  au  triangle. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  sommets  A',  B',  G 
du  triangle  obtenu  en  menant  des  tangentes  à  la  conique 

(*)  JVoïwef/es  Anna f ex.  n*  série,  I .  W,  p.  GR. 
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aux  points  A,  B,  C.  Cliaoïm  des  sommets  Je.  te  triangle 
décrit  une  courbe  du  troisième  degré  différente,  et  ces 
trois  courbes  ont  sept  points  cotnniuns,  qui  sont  les  som- 
mets A,  B,  C  du  triangle  donne  et  les  centres  des  cercles 
inscrit  et  exînscrits  à  ce  triangle.  Considérons,  en  par- 
ticulier, le  lieu  du  point  A'.  Cette  courbe  du  troisième 
degré  passe  par  les  points  A,  B,  C,  par  les  centres  I,  F, 
F,  F'  des  cercles  inscrit  et  exinscrits  au  triangle  ABC, 
et  par  le  point  diamétralement  opposé  au  point  A  sur  le 
cercle  circonscrit  au  triangle;  elle  a  pour  directions 
asyraptotiques  les  côtés  AB,  AC  et  la  perpendiculaire  au 
côté  BC;  enGn  elle  passe  par  le  milieu  du  côté  BC. 

Parmi  toutes  les  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC 
et  telles  que  les  normales  en  A,B,  C  soient  concourantes, 
on  peut  considérer  les  deux  droites  AB,  AC,  qui  forment 
une  conique  répondant  à  la  question;  le  triangle  A'B'C 
qui  lui  correspond  a  un  sommet  déterminé,  qui  est  le 
point  A',  diamétralement  opposé  au  point  A  sur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC,  et  les  deux  autres  sommets 
la  droite  B',  G  sont  indéterminés  sur  les  droites  A'B,  A'C, 
la  droite  B'C  qui  les  joint  passant  constamment  par  le 
point  A  -,  donc  le  lieu  complet  des  points  A',  B',  C  se 
compose  de  six  droites  et  de  trois  courbes  du  troisième 
degré. 

Considérons  une  droite  quelconque  passant  par  le 
point  A',  elle  rencontre  la  courbe  du  troisième  degré  qui 
forme  le  lieu  du  point  P  en  deux  points  P'  et  P^;  au 
point  P'  correspond  une  conique  circonscrite  à  ABC  et 
un  triangle  A'B'C;  de  même,  au  point  P''  correspond  un 
triangle  A'' B"C".  Les  points  B',B",  C',C''sont  sur  la  droite 
menée  par  A  perpendiculairement  à  PA,  et  ces  points 
forment  deuxgroupes  (B',B'''),  (C',C'')  ;  les  deux  premiers 
points  B'  et  B"  sont  situés  sur  une  courbe  connue  du  troi- 
sième degré;  les  deux  autres  C  et  C"  sont  aussi  sur  une 


{     H'I    ) 

courbe  connue  du  troisième  degré  et  diflérente  de  la  pré- 
cédente. Or,  les  abscissfïs  des  points  P  et  P"  ne  dépen- 
dent que  d*un  radical  carré  ;  il  en  est  donc  de  même  des 
abscisses  des  points  B',  B'',  C,  C,  puisque  les  deux  courbes 
du  troisième  degré  qui  contiennent  ces  points  passent 
toutes  deux  par  le  point  A. 

8i  Ton  considère  une  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  ÂBC  et  telle  que  les  normales  en  Â,  B  et  C 
soient  concourantes  en  un  point  P,  si  Ton  projette  ce 
point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés,  il  existera,  d*après  le 
théorème  de  Géométrie  que  nous  avons  établi,  une  co- 
nique tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ÂBC  aux 
points  Q,  R,  S.  Dès  lors,  si  Ton  projette  le  point  P  en 
Q',R',S'sur  les  côtés  du  triangle  QRS,  il  y  aura  une  troi- 
sième conique  tangente  aux  côtés  du  triangle  QRS  aux 
points  Q',  R',  S',  et  ainsi  de  suite.  M.  Laguerre  a  énoncé 
sous  forme  de  question  (  Nouvelles  annales,  ques- 
tion 1341,  mars  1880),  une  proposition  qui  est,  au  fond, 
identique  à  la  précédente. 

Sans  développer  davantage  ce  sujet,  nous  énoncerons 
une  dernière  propriété  : 

Théorème  XIV.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en 

position^  51  L  on  pose  t  =  lang  -y  y  étant  le  paramètre 

angulaire  de  l'un  des  sommets^  l'équation  qui  donne 
à  chaque  instant  les  trois  tuileurs  de  t  sera 

dans  laquelle  C  est  une  constante  et  A  un  paraiuhtre 
variant  avec  la  position  du  triangle. 


(  "3) 

SIRPAGBS  APPLICABLES  SLR  DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTION;. 

Par  m.  a.  PICART. 


1 .  M.  Haton  de  la  Goupillîère»  dans  une  Comniunî- 
catlon  faite  à  la  Société  pliilomatliiquc  le  17  mars  1867, 
a  donné  la  solution  de  la  question  suivante  : 

Quelles  sont  les  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tra- 
cer un  réseau  isotherme  ou  isométrique,  c'est-à-dire 
décomposant  la  su/face  en  carrés  infiniment  petits,  qui 
soit  formé  de  lignes  géodésiques  et  de  leurs  trajectoires 
orthogonales? 

11  a  trouvé,  en  considérant  la  forme  de  l'élément 
linéaire  de  la  surface  qui  est  propre  aux  systèmes  iso- 
métriques, savoir 

(I)  ds*—l{du^-{-dv^). 

que  les  seules  surfaces  jouissaut  de  celte  propriété  sont 
les  surfaces  applicables  sur  des  surfaces  de  révolutîen. 

2.  Ce  résultat  peut  s'établir  immédiatement  à  l'aide 
des  principes  les  plus  simples  de  la  Géométrie  des  sur- 
faces. 

Il  suffit  de  se  rappeler  l'expression  de  la  courbure  géo- 

désique  l  — ^  j  des  lignes  d'un  réseau  orthogonal  et  le 

théorème  de  Gauss  qui  en  est  une  conséquence. 

Soit,  en  effet,  un  réseau  isométrique  formé  par  des 
lignes  géodésiques  (X)  et  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales (Y).  Les  éléments  de  lignes  géodésiques  compris 
entre  deux  trajectoires  orthogonales  infiniment  voisines 
étant  égaux,  d'après  le  théorème  de  Gauss,  les  carrés 

yiftn.  *ie  Mnthrmat,,  ï*  série,  I.  XX.  (Mars  i M81.)  8 
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compris  entro  ces  deux  mêmes  trajectoires  sont  tous 
égaux-,  par  suite,  la  courbure géodésique  de  chacune  des 
trajectoires,  qui  est  égale  (si  Ton  désigne  par  dj  Télé- 
ment  de  trajectoire  et  par  ox  rélément  de  ligne  géodé- 

\  ^     ody  r  »? 

sique)  a  ,  ;  -?  est  constante.  Le  système  des  trajec- 
toires est  donc  formé  de  lignes  d'égale  courbure  géo- 
désique. 

Or,  il  est  facile  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Quand  il  existe  sur  une  surface  un  sj  sterne  de  lignes 
géodésiques  ayant  pour  trajectoires  orthogonales  un 
sjsthne  de  lignes  d 'égale  courbure  géodésique,  ou,  en 
d'autres  termes,  quand  on  peut  tracer  sur  une  surface  un 
système  de  lignes  parallèles  de  courbure  géodésique 
constante,  la  surface  est  nécessairement  applicable  sur 
une  surface  de  révolution. 

En  effet,  la  courhure  géodésique  de  ces  lignes  peut 
être  regaixlée  comme  une  fonction  de  Tare  s  qu'elles  dé- 
terminent sur  une  certaine  ligne  géodésique,  ù. partir  d*un 
point  fixe,  pris  pour  origine-,  dès  lors,  si  Ton  considère 
la  surface  de  révolution  sur  laquelle  la  courbure  géodé- 
sique des  parallèles  soit  exprimée  par  la  même  fonction 
de  Tare  de  méridienne,  on  voit  que  les  deux  surfaces 
pourront  être  décomposées  en  carrés  infiniment  petits, 
respectivement  égaux  entre  eux,  et^  par  suite,  seront  ap- 
plicables Tune  sur  Tautre. 

Mais  quelle  est  la  surface  de  révolution  sur  laquelle  la 
courbure  géodésique  des  parallèles  est  une  fonction  0(5) 
de  Tare  de  méridienne  ? 

Si  Ton  désigne  par  x  le  rayon  d'un  parallèle,  on 
trouve  Téquation  différentielle 

djc  .   , 


(  "^) 

dont  Tîntégrale  première  est 


:  =rr  Ce   *^o 


f{s)ds 

(3)  a:  =  Ce 

C'est  là  Téquation  de  la  méridienne.  U  y  entre  un  para- 
mètre arbitraire  C.  Si  Ton  fait  varier  ce  paramètre,  on 
a  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  toutes  applicables 
les  unes  sur  les  autres.  Elles  forment  une  famille  dont 
les  surfaces  individuelles  se  distinguent  par  la  valeur  du 
module  C. 

Le  théorème  précédent  permet  de  reconnaître  immé- 
diatement que  les  hélicoïdes  sont  applicables  sur  des 
surfaces  de  rév^olution,  propriété  découverte  par  Bour, 
car  il  est  évident  que  les  hélices  décrites  par  les  diffé- 
rents points  du  proGl  générateur  sont  des  lignes  paral- 
lèles et  de  courbure  géodésique  constante. 

Il  y  a  plus,  on  peut  trouver  très  simplement,  en  s'ap- 
puyant  sur  les  mêmes  principes,  la  relation  qui  existe 
entre  le  profil  générateur  de  Thélicoïde  et  la  méridienne 
de  la  surface  de  révolution. 

Soit  L  le  profil  de  Tliélicoïde  rapporté  à  l'axe  Ojde  la 
surface  et  à  la  perpendiculaire  Ox,  Considérons  Thélice 
décrite  par  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  a:  et  y. 
Si  p  est  le  pas  de  la  surface,  la  tangente  à  cette  hélice 
en  M  fait  avec  Taxe  un  angle  a  dont  la  tangente  est 

— ^—*  Si  Ton  désigne  par  £  et  \  les  angles  que  la  tangente 

en  M  au  profil  fait  avecOx  et  avec  la  tangente  à  l'hélice, 

on  trouve,  pour  la  courbure  géodésique  G  de  l'hélice  sur 

riiélicoïde, 
,  ^  sin^a  ros£ 

(4)  ^= :— r^ 

I         sin-a  f,  ros£ 

car  -  =  et  cosli  =  —  -r-r>  ou 


(S) 


p  JT  ^  sinA 

sin*a  cosE 


siii^s  ros^a 
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puisque    rosA  =:  sine  cosa,    ou   enfin,    en    remplaçant 
sin^a,  cos^a,  cose,  sine  respectivement  par 


-[\TZ^X^        P^- 


■■'    v'-(i)'  v/-(i)* 


(6)  G-:-  ^'"'^ 


Telle  est  la  courbure  géodésique  des  hélices  exprimée 
en  fonction  de  Vx  des  dîflerents  points  du  prolil  et  du 

dr 
coefficient  différentiel  —^  •  Il  faut  exprimer  cette  cour- 
bure en  fonction  de  Tare  de  ligne  géodésique  qui  leur 
est  orthogonal. 

Or,  en  appelant  s  cet  arc  et  a*  l'arc  du  profil,  on  a 
évidemment 

(7)  cfe  =  rfff5inA, 

d'où,  en  remplaçant  d<T  et  sin)w  par  leurs  valeurs. 


(8)  ds 


Si  Ton  suppose  le  profil  connu,  x  est,  en  vertu  de 
cette  dernière  formule,  une  certaine  fonction  de  s  qui, 
mise  à  la  place  de  x  dans  Féquation  (6),  donnera  la 
courbure  géodésique  des  hélices  en  fonction  de  Tare  5.  Si 
Ton  désigne  par  0(5)  cette  fonction,  la  courbe  méri- 
dienne de  la  surface  de  révolution  sur  laquelle  Thélicoïde 
est  applicable  aura  pour  équation 

-  /   •'.»)//* 
(9)  x^Ce  •• 


(  "7) 
Réciproquement,  connaissant  la  fouclion  <f{s)  qui 
exprime  la  variation  He  la  courbure  gcodésîque  des  pa- 
rallèles d'une  surface  de  révolution  donnée,  on  pourra 
déterminer  le  proGl  générateur  de  Fliélicoïde  sur  lequel 
cette  surface  est  applicable.  Il  sera  donné  par  les  for- 
mule^ (9)  et  (8).  De  la  formule  (9)  on  tirera  la  valeur 
de  5  en  x,  par  suite  celle  de  ds,  et  Ton  portera  cette  der- 
nière dans  (8),  ce  qui  donnera  une  équation  différen- 

dv 
tielle  entre  x  et  -—dont  l'intégration  fournira  Téquation 

du  profil. 

Remarquons  que  de  l'équation  (8)  et  de  l'équation  (6), 
où  l'on  remplace  G  par  ^{s)^  on  déduit  l'équation 

.    liiz^a^dx 

©  (5)  as  4-  -r — 7— i— 7  =  Oy 


qui,  intégrée,  donne 

(10)  />'-h  4^^*^' ==^ 


*\^[S)di 


Comme  application  de  ces  formules,  nous  clierclierons 
d'abord  quelle  est  la  surface  de  révolution  sur  laquelle 
peut  s'appliquer  la  surface  de  vis  à  filet  carré. 

Le  profil  générateur  étant  une  droite  perpendiculaire 

à  l'axe,  on  a 

dv 

par  suite 

s^x     et     G=:- 


/>*-h4^*^** 


L'équation  de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de 
révolution  cherchée  est  alors 

G 


(11)  a—  -  \//?*-h  4'^*^*- 

On  reconnaîtra  là  l'équation  des  courbes  dérivées  de 


(  "8  ) 
la  chaitielte,  car,  eu  posant  — ^  =  A,  —  =  //,  on  peut 
la  mettre  sous  la  forme 


qui  ne  did'ère  que  par  le  module  k  de  l'équation  de  la 
chaînette 


On  obtient  cette  dernière  équation  en  supposant  C  =  //. 

La  surface  de  vis  à  (ilet  carré  n'est  pas  le  seul  liélî- 
coïde  applicable  sur  la  surface  de  révolution  qu'engendre 
la  chaînette  et  que  Bour  a  appelée  alysséide. 

Proposons-nous,  en  ediet,  de  tf ouver  le  proGl  des  héli- 
coïdes  applicables  sur  Talysséide. 

Pour  cette  surface,  la  fonction  (f[s)  qui  exprime  la 

courbure  géodésique  des  parallèles  est  —  y-j -;  par 

conséquent,  Téquation  (lo)  devient,  dans  ce  cas, 

m  désignant  une  constante,  d'où 

*  ~~  y  m 

et 


ds  ^Tt'^X 


d^       \[m  v^47c«  .r»  4-  p*^  —  mli^ 


ds 
Portant  cette  valeur  de  -7— dans  l'équation  (8),  on  a 


167:^^' 


/?*-H  4^*-^*+  ^^*'^'(^  ) 


m(4^*r-H-y>2  — ;«/?*)  y?- -h  4^*^* 


(  •><>  ) 

'où 


0 

,             dx 
.n:x\'ni 

|'AT^(\ 

-m)x^  — 
'  X*  -t-  //-  - 

m  (  />  •  - 
-  /y/A* 

-  luh'^) 

(1 

y/^^'+V 

,...y 

Telle  est  l'e 
coïde. 

quation 

ditlerentielle 

du 

proiil  di 

l'hélî 

- 

Si  Ton  pose 
d'où 

-  **^ 

dz 

IX 

elle  devient 

.  dz       Jp^  -h  l\'r:^z\J  !^';z^{!\Tz^—  m)  z  —  ///.(/>*  —  //<//^) 

«^  =  ^rr:   — • 

!\T:z\'Tn  V  4^^*^  ~*~/'^  —  "*^^^' 

Sous  cette  forme,  ou  voit  que  la  valeur  générale  de  y 
fournie  par  Tintégration  renferme  des  transcendantes 
elliptiques. 

Mais  on  n*a  que  des   fonctions  algébriques  et  loga- 
rithmiques dans  les  trois  cas  particuliers  suivants  -. 


m 

= 

h'' 

m 

7=Z 

4ir«, 

m 

— 

2» 

Dans  le  premier  cas,  Téquation  dillérentiellc  devient 


4/>7r  z 


dans  le  second, 


4--  ^  \t:^ z -^  pi  ^  \r.yi^ 


(   'ao  ) 
dans  le  troisième, 


L'intégration  s'effectue  donc  sans  aucune  difSculté^ 
et,  en  faisant  p=>  217/2  dans  les  intégrales,  elles  se  ré- 
duisent à  j^  4-  C  =  o,  c'est-à-dire  à  celle  d'une  droite 
perpendiculaire  à  l'axe.  On  retrouve  ainsi  la  surface  de 
la  vis  à  filet  carré. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSÉE  AU  CONCOURS 
D'ADMISSION  A  l/fiCOLE  NORMALE  EN  1880^ 

Par  m.  J.  GRIESS, 

Mailre  répétileiip  au  lycée  d'Alger  (*). 


Étant  donné  un  paraboloïde  hyperholique,  on  con- 
sidère une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la 
génératrice  B  du  même  système  qui  est  perpendiculaire 
à  la  première  ;  par  les  points  a  et  b  ou  ces  droites  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  rectilignes  A!  et  Ml  de  l'autre  sys- 
tème; soient  a  et  b'  les  points  où  les  deux  droite^  A' 
et  Hf  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  com- 
mune, 

1°  Trousser  le  lieu  des  points  a  et  è,  et  celui  des 
'  points  d  et  b\  quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde. 

2"  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
ketVl  ouk'  etM, 

3^  Calculer  le  rapport  des  longueurs  dV  et  ab  des 

(')  Clajisé  le  vingt-cinquième  au  concours  d'admission. 


(  «a.  ) 

perpendiculaires  communes,  et  étudier  la  variation  de 


ces  longueurs. 


Je  prends  réqualîoii  du  paraboloïdc  sous  la  forme 

P  '/ 

Une  génératrice  A  aura  pour  équations 

(A)  >"i^"'' 

une  géuérati  ice  B  du  même  système  sera 

(B)  V^       V^ 

y  z         2X 


s/p       v^        >' 

Ces  deux  génératrices  seront  perpendiculaires  si  Ton  a 

(i)  XX'-h/>-i-^  =  o. 

Le  point  a  où  la  perpendiculaire  commune  à  nés  deux 
génératrices  rencontre  A  est  défini  par  les  équations  (  A  ) 
et  par  celle  d*un  plan  mené  par  B  perpendiculairement 
sur  A.  Un  plan  passant  par  B  a  pour  équation 

v>     V^  \sp     yq     ^  ) 


ou  bien 


ik  î  -f-  A-         A'  —  I 


(  '^^-^  ) 

il  sera  perpendiculaire  à  A  si 


À' 

" 

V/'    _    V'/ 

ou  bieu 

X 

doù 

•    p 

= 

A-  —  1          a  k 

X 

P  —  'l 

p-u 


Le  plan  proposé  a  doue  pour  équaliou 

sIp       vV  P-A<P       V7         ''   / 

Eu  se  servant  des  équations  de  A,  celle-ci  peut  s'écrire 


bit 


p  -  Y     >'>^ 


Divisant  par  X  —  i'  et  remplaçant  XX'  par  —  [p  -+-  y),  il 
vient  pour  Téqualion  du  lieu 


p  —  q 

—  o . 


Cette  équation,  Jointe  à  celle  du  paraboloïde,  montre 
que  le  lieu  des  points  a  est  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  Taxe  du  paraboloïde.  On  voit  d'ail- 
leurs que  c'est  aussi  le  lieu  des  points  A,  car  tous  les 
calculs  sont  symétriques  en  X  et  a'. 

Je  remarque  que  cette  hyperbole  est  aussi  le  lieu  des 
points  du  paraboloïde  où  les  génératrices  sont  perpendi- 


(  '23  ) 
culaires.  Ou  aurait  pu  le  prévoir.  Si  je  mène  en  effet 
par  B  un  plan  perpendiculaire  à  A,  ce  plan  coupera  le 
plan  tangent  en  a  suivant  une  droite  passant  par  a,  per- 
pendiculaire à  A  et  rencontrant  B.  C'est  donc  une  géné- 
ratrice du  paraboloïde.  Donc,  en  a^  les  génératrices  sont 
rectangulaires. 

Cette  remarque  nous  permet  d'écrire  immédiatement 
les  équations  des  génératrices  A'  et  B^ 

Celles  de  A'  sont 

(y         z   IX 

et  A'  sera  perpendiculaire  à  A  si  X/i  +  />>  —  7  =  0. 
De  même  celles  de  B'  seront 

(y  z     2.27 

^     V  z  , 

slp     H 

avec  la  condition  V^-»rp  —  q  =^0. 

Pour  trouver  le  point  a\  je  mènerai  par  B'  un  premier 
plan  parallèle  à  A'  :  c'est  évidemment  le  plan 

(3)  ^4-^-lx'=o; 

puis  un  second  plan  perpendiculaire  «1  ce  dernier. 
Un  pareil  plan  a  une  équation  de  la  forme 

\p     sn  \\iP     v7     ^  ) 

ou  bien 

, ,  ^  '}.k  \-\-  k  I  —  A* 

^  V7^  V7 


(  'M  ) 

il  sera  perpendiculaire  au  plau  (3)  si 


k       I  —  A 


ou 

\p     1/       \p     '/J         p-1 

Le  plan  (4)  a  donc  pour  équation 

Le  point  a'  se  trouve  à  Tintersectiou  de  A'  avec  ce  plan. 
Son  équation  s'écrit,  en  se  servant  de  A', 

I  ,  P-^7        ^'—  \^ 

ou,  en  divisant  par  m  —  [jl\ 

p-hq  I 

i  — 2  X  — 7  =  o . 

p  —  q       \^\^ 
Multiplions  entre  elles  les  deux  conditions 

X[i.  -hp  —  q  =0,      XV.4-/>  —  q  —  o] 
il  vient 

XV.îXîx'=(/7— (/)«. 

Or 

donc 

(p-qY 
p-^q 


et  Téquation  du  lieu  est 


p-^q  (p-^q) 
p  —  q  ip-q)^ 

.r  ~H  -7 '—--^  =  o . 


(  '^^>  ) 

Cette  équation,  jointe  a  celle  du  paraboloïcle,  montre 
que  ce  Heu  représente  encore  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Cherchons   maintenant  le    point  de    rencontre  des 
droites  A  et  B'.  Pour  cela  prenons  Téquatioii 


avec  la  condition  k' ^  -^p  —  q:z=  o. 
Les  équations  de  A  donnent 


\/p     sli 

avec 

),)/  +  />  + y  =  0, 

d'où 

ou 


ce  qui  s'écrit 

q  p  y  z 

SP  \/ç  PVP       (7V7 

Ce  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  qui 
est  le  lieu. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  opérant  avec  A'  et  B  on  ob- 
tiendrait le  même  lieu. 

Pour  calculer  les  longueurs  ab  et  afb\  il  me  3ufOra 
de  prendre  les  plus  courtes  distances  des  projections  des 
génératrices  sur  le  plan  desj^r;  car  les  plans  directeurs 
auxquels  les  génératrices  sont  parallèles  sont  perpen- 
diculaires au  plan  des  yz. 

Pour  avoir  ^/i,  je  prendrai  la  distance  du  point  (:t  =  o, 


(  '•■*6  ) 

j  =  ^\//>)  à  la  génératrice  — ^  —  X'=  o;  c'«'sl 

V/'       S'/ 


\/. 


i  4-  i.  V7^ 


De  même,  pour  avoir  a^b\  je  prends  la  distance  du 
point  (3  =  0,  r  =  pi^/>)  à  la  droite  —^  -f-  ~  — u'=o, 
ce  qui  donne 

Le  rapport  est  donc 

^/7        X  —  )/ 


Or 

i*e. 


Donc  !e  rapport  —7^7  est,  en  valeur  absolur, 


Pj±_!l. 
p-r/' 

il  est  donc  constant  quand  la  génératrice  A  se  déplace 
sur  le  paraboloïde. 

Comme  l'on  voit,  la  variation  de  ces  longueurs  ne  dé- 
pend que  de  X  —  X'.  Or 


(  '^■7  ) 
donc 


p-\-q  __  X'  -h  />  -f-  7 


Pour  étudier  la  variation  de  cette  quantité,  prenons  la 
dérivée  ;  c'est 

2X2— X'  —  /;  — 7     ou     X'— (^4-7). 


Pour  X  =  y/^-f-  y,  la  dérivée  est  nulle;  de  plus,  elle 
change  de  signe  en  passant  du  négatif  au  positif,  quand  X 
passe  par  cette  valeur  en  variant  de  o  à  -f-  oo  -,  donc  la 
fonction  passe  par  un  minimum. 

Pour  cette  valeur  de  X,  celle  de  la  première  longueur, 
est 

ab  =  -^  (X  -  X')  =  >^^J^  'X  sjp  H-  q  ^  'x  v7^ 

et 

a^h'-^-i \~ï}q • 

^  ^^  p-^q 

Note.  —  I^  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugcl. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  PROPOSÉE  POUR  LE  CONCOURS 
D* ADMISSION  A  l/ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880^ 

Par  m.  h.  LEZ. 


Soient  iVI  et  N  les  points  oii  l'axe  des  x  rencontre  le 
cercle  x-  -\-J^  =  /*-  \  considérons  une  quelconque  des 
hjperboles  équilatères  qui  passent  par  les  points  M 
et  jV  -,  menons,  par  un  point  Q  pris  arbitrairement  sur 
le  cercle,  des  tangentes  à  l'hyperbole. 

Soient  A  etH  les  points  oit  le  cercle  coupe  la  droite 
qui  joint  les  points  de  contact.  Démontrer  que,  des 
deux  droites  QA  et  QB,  l'une  est  parallèle  à  une  direc- 


(  -^8) 
lion  fixe  et  l'autre  passe  par  un  point  fixe  P.  Le  jwint 
P  étant  donné,  l'hyperbole  correspondante  qui  passe 
par  les  points  M  et  N  est  déterminée  ;  on  construira 
géométriquement  son  centre,  ses  asymptotes  et  ses  som- 
mets. Si  le  point  P  décrit  la  droite  y  z=  x^  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  foyers  de  l'hyperbole?  On  déter- 
minera son  équation  et  on  le  construira. 

Pour  qu'une  hyperbole  équiiatère 

(i)  ^'4-2  hry  —  j'  4-  2  gy  4-  îî/.r  4-  /=  o 

passe  par  Jes  points  M)  N^  il  faut  que  le  trinôme 
.r^-H  ajx  4-  /  =  o  soit  vérilié  par  x  =  ±:  r,  c'est-à-dire 
que  le  terme  en  x  soit  nul;  alors  /  =  —  r^,  et  Téqua- 
tion  (i)  devient 

(a)  x^-\-2ha:y — v'4-îî^/ — /'r^o. 

Mais  la  polaire  d'un  point  Q(|a,  v),  par  rapport  à  celte 
conique,  est  représentée  par 

(|X4-  /iv)a:4-(A|x— -v4-^)r4-^v  — r*=o; 

si  le  point  Q  est  sur  le  cercle 

(3)  .r*-Hr«— r*, 

on  a 

ji.  =  rcosa,     v  =  rsina, 

et,  pour  l'équation  de  la  polaire, 

r(cosa4-  A  sina)j;4-  (Ar  cosa  — /sina  4- ^)y 

4-  /'(^sina  — /•)  =0. 

Or  cette  droite  rencontrant  le  cercle  (3)  en  deux  points, 

(A)  s=:  rcosoiy     yi=z — rsina, 

S^_  rcosa(r'— /•Vf«^^«)4-2/ir^(rsiiia->-^) 
—        7*4-  r*A*4-é'*-+-  ^gf'{h  cosa  —  sina)       ' 

i      _  rsina(r*A'-~r»  — ;y»)4-2rVr/fOOsa4';r) 
\  *    "~        /•*4-  /•*/»* 4-^* 4- 2^"/- (A  rosa  —  siiia)        ' 


(   '29  ) 
on  trouve,  pour  réquatîoii  de  QA, 

X  =  /'cosa, 
et,  pour  celle  de  QB, 

(Ar4-^cosa)j-h  (/• —  g  sina)j?  — {h  sina  -Hcosa)/''=i  o. 

La  première  droite  est  donc  perpendiculaire  à  MN  et  la 

seconde  passe  par  un  point  fixe  P  |  x  = i  y  =  —  j; 

car  son  équation  peut  facilement  se  mettre  sous  la  forme 

f  r—  —  j(A/*H-^cosa)  =  (  xH — ^  j(^sina  — r). 

Ce  point  P  est  le  pôle  de  MiV  par  rapport  à  Thyperbole 
équilatère  (2).  Lorsqu'il  est  donné,  Téquation  (2)  ne 
contient  plus  de  coefficients  variables;  car  on  écrira 

(4)  jc^ -XY — J*H —  y  — r'^o, 


en  faisant 


d  —  ——       -  — 


& 


L'hyperbole  équilatère  est  donc  bien  déterminée.  Les  dé- 
rivées dx  -h  cy=^r^^cx  —  dy=  o  montrent  que  son 
centre  est  à  la  rencontre  de  la  polaire  du  point  P,  par 
rapport  au  cercle  (3),  avec  une  droite  passant  par  l'ori- 
gine O  et  le  même  point  P.  Quant  aux  axes,  leurs  coeffi- 
cients angulaires  étant  donnés  par  l'équation 

du^  —  2  eu  —  ^/  =  o. 
de  laquelle  on  tire 

r  ±1  y/r*-h  d^        r  ±:  y 

"""- — d —  =  -5-' 

ils  sont  faciles  à  tracer-,  d'ailleurs,  ils  sont  parallèles  aux 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  j^  =  o, 
dx-hcjr  =  r2. 
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(    i3o  ) 

Connaissant  la  direction  des  axes,  on  a  celle  des  asym- 
ptotes. 

Or,  les  asymptotes  et  un  point  quelconque  M  ou  N 
étant  donnés,  on  peut  déterminer  la  longueur  des  axes 
et  par  suite  les  sommets. 

En  décrivant  une  circonférence  sur  le  diamètre  HMK, 
perpendiculaire  h  Taxe  transverse,  on  a,  en  effet, 

Enfin,  si  le  point  P  doit  suivre  la  droite ->  =  x,  il  faut 
que  d  =  C'^  alors  Téquation  (4)  devient 

.r'  —  2  jry  —  r*  -\ v  —  r'rzr  o. 

c    " 

En  ridentiiiant  avec  l'équation  générale  aux  foyers 
(i  —  m^)x^ —  imnxY^-\-  (i  —  '**).v  —  î>.  (a -h  mp)x 

on  a  les  égalités 


( 

III                                    O 

(âj 

—  m-  ^'  n}  —  I        mn            2 ( pt  -+-  fnp) 

d'où 

"~        r(3-f-/i/?)  "^       a' -h  ?*--/)' 

p-:=L el      —  /•*  m  /i  :=r  a*  -h  3*  —  — -  . 

'  m  m* 

Cette  dernière  relation  entre  les  coordonnées  a  et  P  des 
foyers  permet  d'avoir  de  suite  le  lieu  demandé,  car  des 
égalités  (5)  on  tire  encore 

m^  -^  - — — —  y      n*  =  ^ — — —  »      mn  =  qr  -— , 
\'x  \fi  y/a 

ce  qui  fournit  deux  équations  différentes  : 


(.3.) 
i'*  Celle  d'une  ellipse 

(6)  r»(v/2-t-i)=:a'v'â-H?*(2-hv/2); 
2**  Celle  d'une  hyperbole 

(7)  r2(v/2  — i)  — a^v^— 3»(2— v/â). 

Ces  deux  coniques  passent  par  les  sommets  d'un  carré, 
ont  leur  centre  à  Torigine  et  leurs  foyers  en  M,  N  ;  elles 
sont  donc  liomofocales.  Quand  ac^^/'^,  le  point  P 
est  à  l'extérieur  du  cercle  (3).  les  foyers  des  hyperboles 
équîlatères  décrivent  l'ellipse  (6);  par  contre,  ils  dé- 
crivent l'hyperbole  [y)  si  ac-  <![''^- 

Noie.  —  Solulion  analytique  de  M.  Albert  Isay,  élève  du  lycée  de 
Nancy. 

M.  J.-B.  Pomeya  envoyé  une  excellenle  solulion  géométrique.  Nous 
en  avons  d'ailleurs  déjà  publié  une  dans  le  Tome  précédent. 


SUR  LtQUATION  DB  IIESSE  AUX  POINTS  D INFLEXION^ 

Par  m.  CRETIN, 

Professeur  de  MaibémaLiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis. 


Eu  vertu  des  identités  d'Euler  sur  les  fonctions  ho- 
mogènes, si  deux  iionctions  out  des  dérivées  secondes 
respectivement  égales,  pour  un  système  de  valeurs  des 
variables,  les  fonctions  elles-mêmes  et  leurs  premières 
dérivées  sont  respectivement  égales  à  un  facteur  numé- 
rique près . 

Soit/(x,j  )=  o  Téquation  d'une  courbe  algébrique-, 
Téquatiou  qui  détermine  les  points  d'inflexion  ne  ren- 
ferme que  les  dérivées  premières  et  secondes  de  la  fonc- 
tion J\ 

Considérons  sur  la  courbe  un  point  de  coordonnées  x 
et  j  ,  les  dérivée»  secondes  de  la  fonction  /(rendue  ho- 


{   •3->.  ) 
mogène)  pour  le  point  considéré,  et  la  conique  dont 
Téquation  est 

X  «/:;«  -i-  2  XY  f\y  -i-  \>  /;,  +  2  X  /:,  -i-  2  y/;,  4-  /:«  ^r.  o. 

Les  coefficients  sont  précisément  les  dérivées  secondes 
du  premier  membre,  au  facteur  2  près.  Donc  la  conique 
passe  par  le  point  considéré,  et,  pour  ce  point,  les  déri- 
vées premières  et  secondes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  conique  sont  égales,  à  un  facteur  constant 
près,  aux  mêmes  quantités  relatives  à  la  première  courbe. 
Donc  le  point  {x^y)  sera  simultanément  un  point  d'in- 
flexion sur  la  courbe  et  sur  la  conique.  Or,  la  condition 
pour  que  le  point  soit  d'inflexion  surla  conique  est  qu'elle 
se  réduise  à  deux  droites.  C'est  donc  que  l'on  ait 

'  /"'  /:.  /L  ; 
.ny  fy^  ru  -  o. 
;  /x.  fy.  /:» 


SUR  LE   THEOREME  DE   ROLLE 

Par  m.  J.  COLLIN. 


Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'équatipns  algébriques,  le 
théorème  de  Rolle  peut  se  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante. 

Soienty*(  x)  =  o  l'équation  considérée  \  a,b^c^.,.^lscs 
racines  réelles,  a  et  i  étant  deux  racines  consécutives-, 
<f{x)  le  polynôme  relatif  aux  racines  imaginaires  et 
^{jc)  le  quotient  de/*  (j:)  para:  —  a,  de  sorte  que 

f{x)  =  {a:  —  a){x  —  b)..,{j:  —  l)  ?(^)  =  (^  —  a) 'K-^). 

D'après  un  théorème  bien  connu,  on  a 
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donc 

f{a)  —  (a  —  b){a  —  c)...{a  —  l)o{a}, 

et  de  même 

Or,  ç(a)  et  o[b)  sont  de  même  signe-,  tous  les  autres 
facteurs  de  J^ [a)  et/\b)  sont  aussi  de  même  signe,  à 
Texception  de  {a  —  b)  et  {b  —  a),  qui  sont  de  signes 
contraires.  Donc  f\a)  e\.f'[b)  sont  de  signes  contraires  ; 
donc  réquatîon/^(a:)  =  o  admet  un  nombre  impair  de 
racines  comprises  entre  a  et  i. 

Le  théorème  de   Rolle  n'est  ainsi  qu'un   corollaire 
immédiat  du  théorème  des  substitutions. 


NORMALE  MENÉE  A  UNE  CONiQIIE  A  CENTRE  D  UN  POINT 
DE  L AXE  FOCAL, 


Par  m.  Ernest  LEBON. 


Problèmk.  —  Si  par  un  point  o  de  l' axe  focal  d' une 
conique  à  centre  c  on  mène  à  la  courbe  les  deux  nor- 
males égales  og  et  oh  et  une  perpendiculaire  ok  à  un 
diamètre  pif,  le  lieu  du  point  d'intersection  r  de  cette 
perpendiculaire  et  du  diamètre  ij  conjugué  au  précé- 
dent est  la  droite  gh  qui  passe  par  les  pieds  des  deux 
normales. 

Prenons  les  axes  de  la  conique  pour  axes  coordonnés. 
On  a,  en  désignant  par  d  la  distance  co^  les  équations 
suivantes  de  pq^  ij  et  ok  : 


y  —  rn  .r, 


bKr 

I 

' 

y  rjz.  - 

(  .r  - 

d] 

a^m 

'■ 

m 

J 
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En  portant  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  o 
dans  l'équation  de  la   normale  en  A,  on  trouve  que 
réquatîon  de  hg  est 

L'abscisse  du  point  /•  ayant  aussi  cette  valeur,  la  pro- 
priété énoncée  est  vraie. 

uipplications.  —  i**  Pour  mener  d*un  point  c  de  Taxe 
focal  les  normales  égales  à  une  conique  à  centre,  on 
construit  les  deux  diamètres  conjugués  égaux,  et  Ton 
détermine  le  point  d'intersection  /•  d'un  diamètre  et  de 
la  perpendiculaire  à  l'autre. 

2°  Cette  propriété  permet  de  vériGer,  ou  mieux  de 
simplifier,  les  conslructions  relatives  aux  parallèles 
limites,  minima  et  double  qu'il  faut  trouver  dans  l'épure 
du  problème  suivant  ;  Construire  les  projections  de  la 
surface  de  révolution  à  axe  vertical  engendrée  par 
une  conique  à  centre  dont  l'axe  focal  coupe  l'axe  de 
résfolution. 


CONCOURS  GENERAL  DE  1880. 


Mathématiques  spéciales. 

Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  ayant  un 
point  de  rebroussement  O,  on  considère  une  suite  de 
points  A.„,  A_f„_i),  - . . ,  A_j,  A_i,  Ao,  A^,  A2,  •  •  •  ? 
Art_i,  A„,  tels  que  la  tangente  en  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courbe  au  point  suivant  : 

i^*  Etant  données  les  coordonnées  du  point  Aq,  on  pro- 
pose de  trouver  les  coordonnées  des  points  A-^  A„,  et 
de  déterminer  les  limites  vers  lesquelles  tendent  ces 
points  quand  l'indice  n  augmente  indéfiniment. 
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2°  Ou  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  poiat 
liuiîte  lorsque  la  courbe  du  troisième  degré  se  déforme  en 
conservant  le  même  point  de  rebroussement  O,  la  même 
tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constamment  par  trois 
points  flxes  P,  Q,  R. 

3"  On  étudiera  comment  varient  les  points  d  intersec- 
tion de  ce  lieu  et  des  côtés  du  triangle  PQR,  quand  les 
sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur  des  droites  pas- 
sant par  le  point  O. 

Philosophie. 

La  Terre  étant  supposée  spliérique ,  on  considère  le 
point  M  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la  lon- 
gitude : 

i"  Déterminer  le  lieu  des  projections  des  points  M  sur 
le  plan  de  Téquateur; 

7?  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  Téquateur  ^  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

Mathématiifues  élémentaires. 

I.  Résoudre  le  système  de  n  équations  à  n  inconnues  : 

J7l(X,-1-X8-|-.  .  .-h.r„)  -h  1.2  (^,-HJ7â-h.  .  .-H  JC;iy':rz  g  a^ , 
;27j  (  d7i  H- Xj -i- .  .  .-+-.r„)-h  2.3  (jCi-hJr^-h.  .  .-hJC„Y=z  20  a^ , 
J 

«a?rt(^iH-'^j-+-.  .  .4-.r„  .,)4-/i(«-i-i)(.r,-hx,-h.  .  .-+-./:„)*— (2/^-f-l)«a* 

II.  D'un  point  O  pris  dans  le  plan  d'un  cercle 
partent  quatre  droites  qui  coupent  sa  circonférence,  la 
première  aux  points  a  et  a\  la  deuxième  aux  points  b  et 
i'^  la  troisième  aux  points  c  et  c-^  et  la  quatrième  aux 
points  d  et  d\ 

Prouver  que  les  sinus  des  moitiés  des  arcs  ac,  bd, 
ad^  bc^  a'c\  b'd\  ald' ^    IJc'  sont  liés  entre  eux  par  la 
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relation 


.    ac  .    bd   .   a'd'   .    b'c' 
siii — sin —  sin sin 

2  'À  "2  2     , 

.    vb   .    Jr/    .    db'    .    a'c' 
sm —  sm —  sin sin  — 

'X  2  2  2 


lihélonque. 

I.  Aux  deux  extrémités  A  et  B  du  diamètre  AB  d'un 
demi-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes 5  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente,  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  tangente  de  manière  que  le  volume  engendré  par 
le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du  diamètre  AB 
et  la  sphère  engendrée  par  la  révolution  du  demi-cercle 
autour  de  son  diamètre  soient  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  m  à  i .  Discussion. 

II.  Révolution  sidérale  et  révolution  synodique  de  la 
Lune.  Orbite  décrite  par  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Seconde. 

Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  D.  On  fait  passer 
deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A,  B  et  D, 
l'autre  par  les  points  A,  C  et  Dj  soient  O  et  O'  les 
centres  de  ces  deux  circonférences.  On  propose  : 

I"  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
deux  circonférences  est  indépendant  de  la  position  du 
point  D  sur  le  côté  BC  \ 

2®  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
longueur  possible^ 

3**  D<î  démontrer  que  le  triangle  AOC  est  semblable 
au  triangle  ABC; 
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4"  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  qui  par- 
tage la  droite  OCX  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m  et  7i;  on  examinera  le  cas  particulier  où  le 
point  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  00'. 

Troisième. 

I.  Par  les  -deux  extrémités  d'une  droite  AB,  et  d'un 
même  côté  de  celte  droite,  on  lui  élève  deux  perpendi- 
culaires AC  et  BD,  telles  que  Taire  du  trapèze  ABCD  ait 
une  valeur  constante  donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite 
AB  on  abaisse  une  perpendiculaire  EM  sur  la  droite 
CD.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pied  M  de  cette  per- 
pendiculaire, quand  on  fail  varier  les  longueurs  des 
perpendiculaires  AC  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d*être  perpendiculaires  à  AB,  sont  parallèles  à  une 
droite  fixe  donnée. 

II.  Construire  un  quadrilatère  inscriptible,  connais- 
sant les  deux  diagonales,  Tangle  qu'elles  forment  entre 
elles,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère. 
Discussion. 


NfiCROLOGie. 


M.  Giusto  Bellavitis  est  mort  à  Tezze,  près  de  Bas- 
sano,  le  6  novembre  i88o.  Son  nom  est  bien  connu  des 
lecteurs  des  Nouvelles  Annales,  et  tous  comprendront 
que  c'est  une  grande  j^erte  que  viennent  de  faire  les 
sciences  mathématiques,  en  Italie. 

Né  le  22  novembre  i8o3,  à  Bassano,  il  lit  par  lui- 
même  ses  études  ;  la  tournure  de  son  esprit  le  porta  sur- 
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tout  vers  les  sciences  mathëmaliques.  En  1840,  il  fut 
admis  à  Tlnslitut  vénitien^  nommé  professeur  au  Lycée 
de  Vicence  en  1842,  puis  à  TUnivcrsîté  de  Padoue  en 
1845,  il  y  a  constamment,  depuis  lors,  enseigné  les  Mathé- 
matiques, et  il  y  avait  acquis  une  grande  renommée.  Il 
était  en  outre  sénateur  du  royaume  italien  et  conseiller 
municipal  de  Padoue. 

Les  premiers  travaux  qu'il  ait  publiés  remontent  à 
18265  à  partir  de  celte  époque,  il  n'a  cessé  de  produire  un 
nombre  considérable  de  Mémoires  se  rapportant  le  plus 
souvent  aux  sciences,  mais  sans  négliger,  pour  ainsi  dire, 
aucune  branche  des  connaissances  humaines.  Il  publiait 
aussi,  sous  le  litre  de  Riv^ista  di  Giornalt,  à  des  époques 
irrégulîères,  un  Recueil  scientiliquedes  plus  intéressants. 

Mais  son  principal  litre  de  gloire  est  Tinvention  de 
la  méthode  deséquipollences,  dont  il  conçut  la  première 
idée  dès  Tannée  i83a,  et  à  laquelle  il  a  donné  ensuite 
de  grands  développements.  Ce  calcul  géométrique  nou- 
veau commence  à  être  connu  et  apprécié  aujourd'hui, 
après  ùlre  longtemps  resté  dans  l'indillërence  et  l'oubli. 

L'écrit  dans  lequel  Bellavitis'a  publié  l'exposé  le  plus 
complet  de  sa  méthode  ,  Exposition  de  la  méthode 
des  équipollences  (i854),  a  été  traduit  en  français  par 
M.  Laisant  et  inséré  tout  d'abord  dans  les  Nouvelles 
annales.  Cette  traduction  a  paru  ensuite,  en  1874,  en 
un  Volume  édité  par  M.  Gauthier-Villars.  La  même 
année,  M.  Zahradnick  en  publiait  une  traduction  en 
langue  bohème. 

Ces  faits  montrent  que  la  méthode  des  équipollences 
se  répandait  en  Europe  au  cours  des  dernières  années  de 
l'inventeur.  Tout  fait  croire  qu'elle  sera  de  plus  en  plus 
appliquée  désormais  5  il  est  bien  probable  même,  et  c'est 
en  même  temps  désirable,  qu'elle  finira  par  pénétrer 
dans  l'enseignement. 
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.  Les  qualités  douilnantes  de  Bellavitis  étaient  un 
esprit  d'invention  très  curieux  et  très  droit,  et,  par- 
dessus tout,  une  préoccupation  minutieuse  de  la  clarté 
et  du  bon  sens.  Nous  savons  que  ses  leçons  étaient 
considérées  comme  tout  à  fait  remarquables,  et  cela  est 
loin  de  nous  étonner,  car  on  sent,  rien  que  par  ses 
écrits,  combien  il  avait  souci  de  faire  passer  dans  Tesprit 
du  lecteur,  sans  difficulté,  sans  obscurité,  ce  qu'il  avait 
nettement  conçu  dans  le  sien. 

Il  faut  ajouter  que  T homme  fut  à  la  hauteur  du 
savant.  Très  fin,  très  bienveillant  et  très  juste,  il  était 
aimé  autant  qu'admiré  de  ses  élèves,  et  il  laisse  des 
regrets  universels,  d'autant  plus  vifs  que  sa  mort  était 
plus  imprévue. 

11  y  pensait  pourtant,  et  il  avait  fait  préparer  depuis 
quelques  années  des  Lettres  imprimées  ainsi  conçues  : 
«  Hier  a  cessé  de  invre  le  professeur  comte  Giusto  Bel- 

lai^itû,  sénateur  du  royaume.  Padoue,  le )> 

Détail  touchant  :  les  adresses  de  ces  Lettres,  destinées  à 
tous  les  amis  avec  lesquels  il  était  en  correspondance 
habituelle,  avaient  été  écrites  de  sa  propre  main^  il  ne 
voulait  pas  qu'ils  apprissent  par  d'autres  que  lui-môme 
la  douloureuse  nouvelle. 

Bellavitis  laisse  derrière  lui  une  veuve  et  un  fils,  qui 
Tadoraient  autant  qu'il  les  adorait  lui-même.  Puissent 
les  sympathies  et  les  regrets  qu'inspire  la  mémoire  de 
celui  qu'ils  ont  perdu  adoucir  un  peu  leur  douleur  ! 

Un  Abowwé. 


G0RRESP03IMKCE. 


Le  numéro  de  décembre  1 880  des  Nousf elles  Annales 
de  Alalhématiques  renferme  une  très  intéressante  /7i- 
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gression  historique  sur  les  quantités  négatives.  On  y 
voit  (p.  563)  que  le  mol  algèbre  vient  de  Tarabe.  Je 
voudrais  vous  faire  une  simple  observation  ortliogra- 
phique  sur  la  transcription  dchebr  du  mot  arabe. 

Ce  mot(  '  )  est  composé  de  trois  lettres,  dont  la  première 
(le  djim)  représentait,  originairement,  Tarticulation  de 
notre  g  devant  a,  o^  u\  mais  cette  lettre  s'est  adoucie 
par  la  suite  et  a  pris  la  valeur  du  g  italien,  c'est-à-dire 
celle  de  dj  français,  qu'elle  a  partout  aujourd'hui,  à  Tex- 
ception  de  quelques  contrées  orientales,  notamment 
l'Egypte,  où  elle  a  conservé  sa  valeur  archaïque.  C'est 
avec  la  valeur  de  dj  que  le  djim  arabe  s'est  introduit 
dans  les  alphabets  persan,  turk  et  hindoustani. 

Les  Allemands,  ne  connaissant  pas  l'articulation  douce 
de  notre  y,  transcrivent  le  djim  des  noms  orientaux 
d'une  façon  fort  barbare  par  dsch\  ils  écrivent  donc  al 
dschebr  au  lieu  de  al  djebr^  et  c'est  en  copiant  les  Alle- 
mands que  des  Français  écrivent  al  dchebr,  fort  à  tort 
puisque  nous  pouvons  rendre  exactement  le  mot  arabe. 
Les  Anglais  écrivent  tout  naturellement  al  jebr,  leur  j 
ayant  exactement  la  valeur  de  la  lettre  arabe  (d[/).  Il  y  a 
donc  une  singulière  méprise  dans  cette  phrase  :   «  Le 

nom  al  dchebr^  et  plus  tard  al  jebr )>  Dchebr  est  une 

orthographe  tudesque,  et  jebr  l'orthographe  anglaise 
d'un  seul  et  même  mot  arabe  qui  n'a  jamais  varié  et  que 
nous  devons  transcrire  par  djebr. 

G°^  Parmentieiu 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  D.  Marchand , 
curé  de  Pontoise. 

J'avais  trouvé  depuis  longtemps  une  formule  permet- 
tant de   calculer  la  somme  des  cinquièmes  puissances 

(  '  )  j^ ,  flonl  la  première  lettre  à  droite  ^  équivaut  à  dj. 
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des  n  premiers  nombres  entiers.  La  voici  : 

V    6—    n\'n(n-^l)(n-^-2)        (n  —  i){ny  (n -i- ï)l 

léfi  —  ni  -; h •  I  • 

L  0  12  J 

Aujourd'hui  même,  après  avoir  lu  les  développements 
donnés  (a®  série,  t.  XVIII,  p.  4^9)?  j'^î  voulu  savoir, 
malgré  mon  ignorance  de  l'Algèbre,  si  je  ne  pourrais  pas 
découvrir  une  autre  formule. 

Faisant  application  de  ma  méthode  de  décomposition 
des  éléments  contenus  dans  un  quotient,  je  suis  arrivé 
rapidement  au  résultat  suivant  : 

2  i_   2    "■         ti        r 


2/1»  =z 


Voici,  du  reste,  comment  j*ai  raisonné  : 

i^  On  sait  que  la  somme  de  deux  nombres  à  la  pre- 
mière puissance  divise  exactement  la  somme  de  ces 
mêmes  nombres  dans  les  puissances  impaires,  la  troi- 
sième, la  cinquième,  la  septième,  etc. 

a®  On  sait  également  qu'à  la  cinquième  puissance, 
comme  à  la  neuvième,  la  treizième,  la  dix-septième,  etc., 
les  désinences  des  nombres  sont  les  mêmes  qu'à  la  pre- 
mière puissance. 

3®  On  sait  encore  que  les  nombres  triangulaires,  en 
dernière  analyse,  se  forment  par  l'addition  successive 
des  nombres. 

M'appuyant  sur  ces  principes,  j'ai  tiré  rigoureusement 
les  conclusions  suivantes  : 

I®  n  divise  exactement  In^. 

_  n(n  4- 1)  ,.  .  ^    -        .  î       I  '  • 

^o divise  exactement  zn^^  puisque  ies  dési- 
nences de  la  cinquième  puissance  sont  les  mêmes  que 
celles  de  la  première  puissance. 

3°  La  division  de  2/^*  par  - — ^ étant  cflcctuée,  il 
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n'y  a  plus  qu'une  seule  chose  à  faire  :  c'est  d'analjser  le 
quotient. 

4"  Or,  les  éléments  contenus  dans  le  quotient  sont  les 
suivants  : 

I*  Le  carré  du  triangle  de  n  ^ 

2<»  Deux  fois  le  pyramido-pyramidal  de  ;;  —  i,  c'est- 
à-dire 

I»  /l(/l4-l)», 

9.(n  —  i){n)( n -{-})( n  -^2) 


2» 


42 
ce  qui  donne  la  formule 


2         1  2  24  I 


Note  relatwe  à  un  théorème  de  M.  TVeilL  —  A  la 
page  57  de  ce  Tome,  M.  Weill  démontre  le  théorème  sui- 
vant : 

Lorsqu'un  polygone  conx^exe  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonférences,  sa  surface 
reste  proportionnelle  à  celle  du  polygone  ayant  pour 
sommets  les  points  de  contact  des  côtés  du  premier 
av^ec  la  circonférence  intérieure. 

D'autre  part,  j*ai,  en  1864,  proposé  la  question  sui- 
vante, qui  porte  le  n**  711  dans  les  Nouvelles  uinnales  : 

Lorsqu'un  polygone  est  à  la  fois  inscrit  à  un  cercle 
et  circonscrit  à  un  autre  cercle  :  1°  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  est  situé  sur 
la  ligne  des  centres  des  deux  cercles;  2°  le  double  de 
la  surface  du  polygone  est  égal  à  la  somme  des  sinus 
de  ses  angles,  multipliée  par  la  puissance  du  centre  du 
cercle  inscrit  par  rapport  au  cercle  circonscrit,  prise  en 
signe  contraire. 


I      l43    ; 

Dans  réuoncé  des  Nouvelles  annales,  les  mots  prise 
en  signe  contraire  ont  été  omis.  Ce  théorème  figure 
aussi  dans  mon  Recueil  de  théorèmes  relatifs  aux 
sections  coniques,  publié  en  1867.  La  seconde  partie 
de  ce  théorème  (qui  n'a  pas  encore  été  démontrée)  rend 
évident  celui  de  M.  Weill,  puisque  la  surface  du  poly- 
gone ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  est  égale 
au  carré  du  rayon  du  cercle  inscrit,  multiplié  par  la 
moitié  de  la  somme  des  sinus  des  angles  du  polygone 
donné.  H.  Faure. 

On  lit,  2*^  série,  t.  XIX,  p.  255  : 

La  i'ormule(i)  donne  immédiatement  ce  théorème, qui 
est  dû  à  M.  Mansion  et  qu'il  a  étendu  à  l'espace  : 

Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique  et  si 
le  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonscrit, 
ce  point  décrit  un  cercle  concentrique  à  la  conique. 

M.  Weill  m'attribue  là  un  théorème  qui  appartient  à 
quelque  autre. 

P.  MAiVSlON, 

Professeur  à  l'Université  de  Gand. 


M.  le  D**  Marcello  Rocchelti  nous  a  envoyé  une 
deuxième  solution  de  la  question  13  W),  ainsi  généralisée  : 

«  Déterminer  Taire  du  triangle  S,  dont  les  sommets 
sont  les  pieds  de  trois  lignes  droites  a,  p,  y  menées  res- 
pectivement par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  ABC,  de 
manière  qu  elles  divisent  les  côtés  opposés  «,  i,  c  en 
rapports  donnés.   » 

n  en  a  déduit  l'expression  que  nous  avons  proposée 
dans  la  question  1353,  antérieurement  à  la  publication 
de  renoncé  de  cette  question. 


(  'il  ) 
OIIESTIO^S. 


1359.  ABC  tîtant  un  triangle  donné,  on  le  coupe  par 
une  transversale  qui  détermine  sur  ses  côtés  ou  leurs 
prolongements  six  segments,  tels  que  le  produit  de  trois 
d'entre  eux  non  consécutifs  soit  constant  :  trouver  l'en- 
veloppe de  la  transversale.  (  Barba rik  .  ) 

1360.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
droite  de  longueur  constante  mobile  entre  deux  axes 
rectangulaires.  (Barbarie.) 

1361 .  Faire  voir  que  l'étude  des  variations  de  la  fonc- 

tion  —, — ^ YT ;  peut  toujours  être  ramenée  à  l'étude 

,  .     .  11/.         .       A  .r'  -f-  B  .r  -+-  C      ,         , 

des  variations  de  la  tonction  — ;: j  dans  la- 

x^^  px  -v-  q 

quelle  les  racines  a,  ^  de  x-  -h  y^;  x  H-  r/  =  o  sont  réelles 

et  inégales ^  que,  si  R(x)  est  le  reste  de  la  division  de 

A x^  -f-  Bx  -+-  C  par  x-  -hpx  -f-  y, il  y  aura  un  maximum 

et  un  minimum  si  jr— ô-  >  o,  il  n*y  aura  ni  maximum 

...  .  R(a^ 

ni  minimum  si  ^   ft\^^^  i*  ^^  y  ^^^^  qii  ii»  maximum 

(pour  la  fonction  transformée),  si  R(jr)  est  constant. 

Trouver,  en  fonction  de  a,  j3,  R(a),  R(P),  les  valeurs 
de  X  qui  font  passer  la  fonction  proposée  par  un  maxi- 


Dans  le  cas  où  a  et  ^  se  présenteraient  sous  la  forme 
uplifier  les  calculs!' 
Hénet,  répétiteur  à  Bordeaux.) 


- —  ^     ,  peut-on  simplifier  les  calculs!' 
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(  «i:>  ) 

NOUVELLE  MÉTHODE  B  INTÉGRATION  BE  L'ÉQUATION  BIFFÉ- 
RENTIELLE  BES  LIGNES  DE  COURBURE  BE  L'ELLIP- 
SOÏBE, 

Par  m.  a.  PIGART. 


1.  Soit  fi  ■+-  p  ■+-  ^  =  »  («'^  >  *^  >  c"")    lëquation 

de  rellipsoïde.  L'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  de  cette  surface  est,  en  posant,  pour  abréger, 


(i)        A.rvf  J^y-h(.r»-Ar*-B)^-xr=:o. 


2.  Cette  équation  a  été  intégrée  pour  la  première  fois 
par  Monge.  Le  procédé  suivi  par  cet  illustre  géomètre 
consiste  a  différentier  cette  équation  pour  éliminer  les 
constantes  A  et  B.  Cette  élimination  de  deux  constantes 
exige  généralement  deux  différentiations  successives^ 
mais,  dans  ce  cas  particulier,  une  seule  différentiation 
permet  d'éliminer  à  la  fois  A  et  B,  et  Ton  obtient  Té- 
quation  du  second  ordre 

qu  on  peut  mettre  sous  la  forme 

dY 

y  d^y       dy       dx      '    

X  dx*       dx         X' 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  —  -—-  ;  on  a  donc, 

/#i?if.  (ieMathêmat,^  'i«  série,  t.  XX.  (Avril  1H81.)  lO 


(5) 


(   «4<^  ) 
par  une  première  intégration, 

(3)  -^'-f^- 

.1'  au- 

Une  seconde  intégration  donne  immédiatement 

Reste  à  déterminer  une  relation  entre  les  con- 
stantes C  et  C,  par  la  condition  que  la  valeur  de  jr  tirée 
de  (4)  satisfasse  identiquement  à  l'équation  (i). 

3.  Ce  procédé  d'intégration  s'applique  à  un  grand 
nombre  d'équations,  et  les  calculs  qu'il  exige  sont  géné- 
ralement simples.  Mais  il  faut  reconnaître  qu'il  est  un 
peu  détourné  et  que,  faisant  dépendre  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  de  celle 
d'une  équation  d'ordre  supérieur,  il  semble  prendre  les 
choses  à  rebours  de  la  marche  naturelle. 

Ne  pourrait-on  intégrer  directement  l'équation  (i) 
sans  passer  par  la  diflërentiation?  C'est  ce  que  nous  nous 
proposons  d'examiner. 

d'y 

4.  Résolvons  l'équation  (i)  par  rapport  à  -j^;  il  vient 

da^  2Ajr/ 

ou 
2  A  xy  dy 
-h(^*— A/*— B4-v/\r*-f-2Aa7*v*-i-A*/*— 2B^*-+-2ABj'*-hB*)cte— o. 

Multiplions  cette  dernière  équation  par  x  et  posons 

.r«  — M,     7'=r, 
d'où 

2  X  dx  -  du,     iy  dy  =  dv  ; 


(  '1;  ) 

nous  obtenons  ainsi 

(  0.  A  H  dv 

(6)  .  ^  

/      -I-  vM  —  A  (^  —  B  -H  V'  w^  -i-  2  A  w  t^  -f-.  A*  r-  —  2  B  w  -h  2  AB  r  -h  B*)  <i«  =  o. 

Remarquons  que,  dans  cette  équation  diiTérentielle,  les 
quantités  u  et  v^  égales  respectivement  à  x'^  et  r^,  doivent 
être  regardées  comme  essentiellement  positives. 

On  reconnaît  aisément  que  les  coefficients  de  du  et 
de  di^  conservent  le  même  signe  pour  toute  valeur  posi- 
tive de  u  et  t'.  La  chose  est  évidente  pour  le  coefficient 
de  d9\  quant  au  coefficient  de  rfu,  si  on  l'égale  à  o,  on 
obtient,  en  chassant  le  radical, 

[\kuv^=^-  o, 

d'où  Ton  voit  que  le  coefficient  ne  s'annule  que  pour 
ii  =  o  et  ^  =  o;  il  conserve  donc  le  même  signe  pour 
toute  valeur  positive  de  u. 

Il  résulte  de  là  que  le  coefficient  différentiel  -7-  ou 

son  inverse  -7-  garde  constamment  le  même  signe.  La 

quantité  t^,  considérée  comme  fonction  de  m,  est  donc 
constamment  croissante  ou  décroissante^  il  en  est  de 
même  de  la  quantité  u  considérée  comme  fonction  de  v. 
En  d'autres  termes,  si  l'on  regarde  u  et  yf  comme  les 
coordonnées  d'un  point  dans  un  plan,  le  système  de 
lignes  que  représenter  équation  (6)  est  tel  que  chacune 
de  ces  lignes  n'est  coupée  qu'en  un  point  par  une  paral- 
lèle à  l'un  ou  l'autre  des  axes  de  coordonnées. 

Cela  nous  conduit  à  examiner  si  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (6)  ne  serait  pas  linéaire  en  u-et  v^  de  la  forme 

V  z=z  hu  -h  k. 
Si  l'on  pose 


(7)     ;î=:/i-~Ar— B^-v/i/'  +  aAMÇ'-r-A^r»  — 2Btt  -h2ABç^-i-B« 


(  '48  ) 

et  qu'on  regarde  m,  v^  z  comme  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace,  Tintégration  de  Téquation  (i)  revient 
à  trouver,  sur  la  surface  du  second  ordre  que  représente 
Téquation  (7),  un  système  de  lignes  telles  que  les  pro- 
jections de  chacune  d'elles  sur  le  plan  des  uv  et  des  uz 
remplissent  la  condition  géométrique  exprimée  par  Té- 
quation 

S'il  existe  une  relation  linéaire  entre  v  et  u^  comme 
dans  ce  cas -7- est  constant,  il  faut  que  -  soit  aussi  con- 
stant, et  de  plus  que  le  produit  de  ces  deux  quantités 

soit  éeal  à r-  • 

^  2A 

Nous  avons  donc  à  rechercher  s'il  existe  un  système 
réel  de  lignes  droites  sur  la  surface  (7),  si  ces  lignes  se 
projettent  sur  le  plan  des  uz  suivant  des  droites  passant 
par  l'origine  des  coordonnées,  et  si  le  produit  des  coef- 
ficients angulaires  -7-ï  -  des  projections  de  ces  droites 

sur  les  plans  uç  et  uz  est  égal  à j- 

Mettons  l'équation  (7)  sous  forme  rationnelle  : 

(9)  i;*—  2-s(z«  — Ar  — B)  ~  4Aai'  — o; 

on  voit  sans  peine  que  l'axe  des  i^  est  sur  la  surface. 
En  conséquence,  tout  plan  passant  par  cette  droite 
coupe  la  surface  suivant  une  autre  droite.  Voilà  donc  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface  et  se  projetant 
sur  le  plan  des  uz  suivant  des  droites  passant  par  Tori- 
gine.  Il  reste  à  vérifier  si  la  relation  (8)  est  satisfaite 
par  les  projections  de  ces  droites  sur  les  plans  des  uv  et 
des  uz.  Soit    u^^mz  la  projection  de  l'une   de    ces 


(   M9  ) 

droites  sur  le  plan  des   uz.   Faisons  z=  —  dans  Té- 

'^  m 

quation  (9)',  nous  obtenons,  en  divisant  par  /<,  Téqua- 
tion 

(10)  u  —  2m(u  —  Xv'—B)  —  im^Xi>  —  o, 

qui  représente  un  système  de  droites  dont  le  coefficient 
angulaire  est 


ou   — 


2/nA(i  —  2/n)  nmA 

Le  produit  de  ce  coefficient  angulaire  par  m  est  bien 

Donc  Téquation  (10),  où  entre  une  constante  arbi- 
traire m,  est  Tintégrale  générale  de  Téquation  différen- 
tielle (6). 

En  remplaçant  dans  cette  équation  u  et  v  par  x^  et 
j^*  et  2m  par  /r,  on  obtient,  pour  la  projection  des  lignes 
de  courbure  de  rellipsoïde  sur  le  plan  desxj*,  l'équation 
suivante 


:€ 


B 


Ar^-t-  -y-  — , 

A"  A-  —  I 


ou 


B^  B 


-», 


A'—i        A(A-  — i) 

qui  représente  des  ellipses  réelles  pour  l(?s  valeurs  de 
A: supérieures  à  i,  des  ellipses  imaginaires  pour  k  positif 
et  plus  petit  que  i ,  et  des  hyperboles  pour  A^  négatif.  Le 
grand  axe  des  ellipses  et  Taxe  transverse  des  hyperboles 
sont  dirigés  suivant  Taxe  des  jr. 


(    '^o  ) 

QUESTIONS  D'ANALYSB  INDËTERMINÉB  PROPOSÉES 
PAR  M.  ÉDOUAR»  LUCAS; 

(Toir  a*  série,  l.  XIV,  p.  509); 

Par  m.  MORET-BLANG. 


1.  Trouver  tous  les  systèmes  de  deux  nombres 
entiers  dont  le  quotient  par  leur  somme  de  la  somme 
de  leurs  cinquièmes  puissances  est  un  carré  parfait. 

Cette  question,  qui  comprend  comme  cas  particulier 
la  question  H 68,  a  pour  solutions  simples 

(3,-1,  II),    (8,  ii,ioi), 
(123,  35,  i336i),    (8o8,  —  627,  1 169341). 

11  faut  trouver  les  solutions  entières  de  l'équation 

^'  -+-  y^ , 

ou 

(  1  )  or*  —  x^y  -f-  .r' j*  —  a^y^  -f-  y^  =:  z*. 

1°  On  ne  doit  pas  regarder  comme  distinctes  deux 
solutions  qui  ne  diffèrent  que  par  la  permutation  des 
valeurs  de  x  et  y, 

2^  Si  X  ==  a^  j  =z  b  est  une  solution,  x  =  ma^ 
y  =  mb  eu  sera  aussi  une,  quel  que  soit  le  nombre 
entier  m  :  il  suflit  donc  de  chercher  les  solutions  en 
nombres  premiers  entre  eux. 

Si   Ton  divise  par  j  *   et  que   l'on  pose  ~  =  m,   Té- 


quation  1 

i)  peut  s'écrire 

(2) 

«^—  U^-\'  tt--~ 

-  tl  H-  1 

--.  /2 

(    ,:>.    ) 
et  Ton  est  ramené  à  trouver  les  solutions  rationnelles 
de  réquatîon  (2). 

Or  toute  solution  connue  en  fait  découvrir  d'autres 
par  les  procédés  suivants,  indiqués  par  Euler. 

Soient  h  une  solution  de  Téquation  (2)  et  A-  le  ré- 
sultat de  sa  substitution  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation.  Posons  i£  =  p-+-A;  l'équation  (2)  de- 
vient, en  développant, 

v'^H-(4/^-i)r' 

-f-(6/i*— 3A4-I)^^''^-(4/^'  -3A*-H2/i—  i)  v -^  k"" z=,  t\ 

Désignons,  pour  abréger,  le  premier  membre  par  V. 
1**  On  pose 

et  Ton  détermine  m  de  manière  à  faire  disparaître  soit 
le  terme  en  v^,  soit  le  terme  en  v\  divisant  les  termes 
restants  par  v  ou  v^^  on  a  une  équation  du  premier 
degré  pour  déterminer  v,  ce  qui  fournit  deux  solutions. 
2**  On  pose 

et  Ton  opère  comme  dans  le  cas  précédent. 
3**  On  pose 

et  l'on  détermine  m  et  v  de  manière  à  faire  disparaître 

le  terme  en  v  et  le  terme  indépendant,  et  l'on  divise 

par  v^. 

4**  On  pose 

V  =  ( mr*  -\-  n\'  -\-  ky, 

et  l'on  détermine  tn  et  /z  de  manière  l\  faire  disparaître 
les  termes  en  v^  et  en  v^  et  l'on  divise  par  v^  -,  on  a  en- 
core une  équation  du  premier  degré  pour  déterminer  ^, 
Appliquons  à  Téquation  ['>.), 


(  •5='.  ) 
On  a  les  solutions  évidentes  a  =  o,  u=  i . 
Faisant  A  =  i,  on  a  : 

on  trouve 

/n  n^  1 ,       ^^  n^  —  I ,       «  :iz.  o, 

a*» 

f'^-H  Si»*-!-  4t'*-^  2r  -h  i=^(f'*-t-m^'—  i)'; 

w  =  —  I  ,      i^  =  —  I ,      M  =  o, 

3  4  I 

m  —  -,         i^  =!-  —  -,     azLL—     , 
a  3  3 

solutions  équivalentes  aux  précédentes. 

3« 

ç^*  -f-  3 (/'  -h  4  i*'  -h  ^- r  -f- 1  =  (  ^*  4-  wv  4-  ny  ; 

3  7  3  II 

m=-,      «=:g,      rr^g.      u=-^. 

3 
/irzil,      /n^=3-,       f'z^O,      a:=l. 
2 

Faisons  maintenant  A  =  —  3,  d'où  A  =:  1 1  : 

V  =  f'*—  l3ç^H- 64(^*— 142»^ -h  121. 


i'*—  i3i''4-64t''—  i42^^+  i2iii^(r'-i-  //li'H-  n)', 
i3 

Il  II  II 


(  i.Vl  ) 


r*  —  1 3  r»  -h  64  i-  —  1 42  ^  -h  1 2 1  =  (  ^^'  -+-  nw  —  II)', 
i3      228       123 
2       35        3î) 
r\  1073        808 

11       627         027 
3" 


i3r*-h64i'—  \i\'\v  -h  121  -—  {v^-^mv  -h  «)', 


i3        71      35       II 

2  11         o         o 


4- 

r*—  i3r'-l-64i'*—  i42(^H-  121=1^  (me» -i-  w^'-r-n)-, 

71        2703       763752       io3857 

n-—^—y     m^=. — ^ — r,     r=:^ — ^>     M  — ^« 

Il  2x11'  219963  219909 

On  a  ainsi  les  solutions 

(0,1,1),    (1,1,1),    (3,  —1,  II),    (8,  II,  loi), 

(123,35,  i336i),    (808,-627,  1  169340, 

(103857,219965,40176822841). 

Ces  solutions  en  feront  trouver  d'autres  indéfiniment, 
sans  autre  diflGculté  que  la  longueur  des  calculs,  à  me- 
sure que  les  nombres  augmentent. 

Ce  premier  calcul  donne  toutes  les  solutions  simples 
indiquées  par  M.  Lucas. 

2.  Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

x^  —  5  x^y'^  -\-  5/*  ■=:  5*. 

Il  suffit,  comme  plus  haut,  de  trouver  les  solutions  en 
nombres  premiers  entre  eux.  On  a  la  solution  évidente 

/  — o,     ^-..i. 


(  «54  ) 

Divisant  par  j'^   et  posant  —  =  u,    T équation   peut 
s'écrire 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  u  =  i ,  <  =  i . 
Posons  u=  V  '\-  h\  il  vient  s 

Faisons  h  =  i: 

j>*  -I-  4 <;»-h  (;î _  6 r  +  1  —  /*. 
1**  Posons 

i^*  4-  4  ^^  -+-  ^'  —  6  r  -f-  1  =  (  t^*  4-  m*'  -M  )'  ; 
m  =  2     donne     r  =  —  2,     «  t=z  —  i, 

solution  évidente  a  priori; 

m  ^z  —  3     donne     r  =  i ,     «  =:  2. 

2**  Posons 

/n  rz:  2      donne      i'=: — 2,       a  =r —  1, 
m  =r  3  »  r=:  —  3,       «=:  —  2. 

3°  Posons 

('*  -h  4  ^'^  -4-  <'*  —  6  i'  +  I  =:  (  r'  -t-  mr  4-  n  )'  ; 

m  r=  2 ,      71  tz:  I ,      (»  ir:  —  2 ,      f/  =:  —  I . 

4°  Posons 

/inz— 3,     win  — 4,     (>  —  — ^,     a  — —  _. 
Comme  le  signe  de  u  est  arbitraire,  .ou  a  les  solutions 


U=:l,  2,  y 


(  '^5) 
ce  qui  donne  pour  l'équation  proposée  les  solutions 

(i,o,  i),  (i,  I,  i),  (2,  1,  i),  (1,3,  19). 

Faisons  maintenant  A  =  2. 

/w  =r=  4>    <'=^  —  4»    «^=  —  2, 

4  4 

r*  4-  8  i»'  -M9 r*  -i-  1 2  r  ^  1  rir  (  r*  -h  /TîP  —  i )*  ; 

/W=:4,  «' =^ —  4>        W  ==  —  2, 

4  4 

i'*-l-  8r»-M9r*-H  I2r4-  1=:  ((^'H-mt^-h  «)*; 

-  3  /i 

m=:4,     /ii= ->     i2r4- 1=:  i2r-4- 7> 

2  4 

r  =  00  ,       M  zz:  00  ,      /  =  O. 

4" 

i^^H-  St^'-h  i9i^*-hi2('-+- 1  =  (mr*-h  wt^  -h  i)'  ; 
^  17  88  202  „  , 

2  ^7  *^7 

On  a  les  nouvelles  solutions 

(11,4,79),    (202,57,32479)- 

3.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers  et  tels  que  le  carré  de  l'hypoténuse,  augmente 
ou  diminué  du  double  de  l'aire  du  triangle,  soit  égala 
un  carré  parfait. 

Les  rolés  et  Taiie  d'un  triangle  rectangle  en  nombres 


(  '^«  ) 

entiers  sont  donnés  par  les  formules 

x^p^—q^,     y  —  'xpq,     zinp'^-^q^,     S—pq{p^  —  q^), 

Il  faut  donc  que  Ton  ait 

(i)  /?*-^  2/?*</  -h  2p^q*-'  2pq^~{-  q^=^  r*, 

p 
ou,  en  posant  i-  =  m, 

(2)  M*-4-  2M'-+-QM*~  2  W  -h  I  =  --  zzi /'. 

q^ 

1^  II  suffit  de  chercher  les  solutions  de  Téquation  (1) 
en  nombres  premiers  entre  eux,  car  tous  les  triangles 
semblables  jouiront  de  la  même  propriété. 

2"  Les  deux  solutions  M=jetu=: sont  équi- 
valentes. Si  Ton  écrit  la  valeur  de  u  de  telle  sorte  que  le 
numérateur  soit  plus  grand  que  le  dénominateur  en 
valeur  absolue,  le  carré  de  l'hypoténuse  devra  être 
augmenté  ou  diminué  du  double  de  Taire  du  triangle, 
suivant  que  cette  valeur  de  u  sera  positive  ou  négative. 

Cherchons  d'abord  une  solution  de  l'équation  (2) 
en  posant 

tt*  H-  2  //'  -h  2  tt*  —  2  w  -h  I  =:  (  w*  H-  mw  -h  I  )*  ; 

w  =  i     donne     u^=-  —  4»    P^^ii     <7=^'> 

»ri=i5,     V  — 8,     5:1:5:17,     2^rzz20,     -3*— 25  — 13*; 

m  .-zi  —  I ,     M  =  7,      même  solution. 
4 

M*  -H  2  w'  -f-  2  m'  —  2  £/  4-  I  =  ( mu^  -h  nu  -h  i )*; 
I  , 

flznz—   l,       m  :^  -  j       u  -L-  -  -  4, 
2 

solution  déjà  trouvée.  ^ 

Soient,  en  général,  h  une  solution  de  Téquatlon  (2), 
A'-*  le  résultat  de  sa  substitution  dans  le  premier  membre. 


{    ij;    ) 
Posons  II  =  v;  -f-  A  •  l'équation  deviendra 

('*-h(4A-f-2)t^-h(6/l«4-6/<H-2)C* 

-f-  (4A» H-  6 A»  -h  4^  —  a )  i'  -H  A*  -  ^*. 
Faisons  A  =  —  4  • 

i  •*  —  1 4  «  **  -f-  7  4 1'*  —  '  7  8 1'  -h  1 69  ^=:  (  ('*  -h  //M  •  -+- 1 3  )  *  ; 

m  =  —7,       r:rz4,       Mmo, 

solution  inadmissible  ^ 

89  191  17  p 

x=i2^i0y     y  — 1768,     ^=12993,     5*-i- 2f  =:  363--. 

2* 

('*— i4i>' -4- 74i'*  -  178^ -+- 169  =(«'«-+- /wr  ~  i3)«; 

120  52 

'  17  17 

solution  équivalente  à  la  précédente  ; 

„,  „  89  2993 

1 ô  I 000 

32j7 

//  = i-7^  >     /?  m  3247 ,     <7  -—  1 56o, 

j:  =  8io9  4o9,    /=:  ioi3o74o,     5:=  12  976  609, 
5*— 25  =  9286489*. 
3« 

r^— i4H-f-74<''—  i78r  -+-i69=i(i^*  -1- /^r -h /?)»; 
25  17  I 

^  a  4  4 

solution  équivalente  à  —  4- 


(   '5H  ) 
4" 

,.v  _  ,4,.»^-  ■;4,.i_  1-8 1»  +  169  =  (/«(•'-+-/«•  + 13)'  ; 

■847 


71=::  —  89,       TW  =  —  — 


2 


2793476  2435081 44 


61575405  61575405 

o?  rr:  555o46856934io7 1 1 ,  /  ■=  29988225175 196640, 

Z  —  63087746695238761,   5*—  2^=  3363994206872969». 

Les  mêmes  méthodes,  appliquées  aux  solutions  ob- 
tenues, en  feront  trouver  d'autres  indéfiniment. 

4.  Trouver  tous  les  tHangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  le  carré  de  l'hjpoténuse,  augmenté 
ou  diminué  de  l'aire  du  triangle,  soit  égal  à  un  carré 
parfait. 

En  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 
Téquation  du  problème  est 

(1)  p^-^p*q  -^  2/?*7*  —  y?r/'-h7  *:=/•» 
ou 

(2)  «*-+-  m'4-2^/»—  WH-I—  t*. 

La  méthode  précédente,  appliquée  directement  à  l'é- 
quation (2),  donne  la  solution 

«  =  — 8,     p:=zS,     <7"1, 
j7  =  63,    j'  =  i6,    >s=:65,    .ç:=5o4,     -5*  —  5  =  61*. 

Posons  u=  v-hh'^  il  vient 

r^4-(4/'-M)r»-h(6A»+3/i4-2)(^» 

-h  (4 A'^-  3/è«  H-  4/i  -  I  )  i»  4-  A»  ~  f». 


(  «59  ) 
Faisons  A  =  —  8  : 

r*—  3i  r»-h  362^^2—  18891^  -t-  6i»=  (p*+  m^^  -+-  61)*; 

/?i  =: donne  c  =:  8,  «  1=  o, 

2 

qui  ne  donne  pas  de  triangle  ^ 

i88û      383q        65         488 

07  =  333919,  r=::6344o»  -5  =  242369,  -3*4-5  =  257211*. 


r*— 3ir»4-362r*— i889r  +  6i«=(t'*-i-/np  — 61)*; 
3i      1008      488 
'^=^-T^  ^="65"'  "="-65-^ 

solution  identique  à  la  précédente  ^ 

1889      242369 
122       61288 

«  =  -^^.  />  =  249535,  ç  =  6i488, 

j:  =l  58486942081 ,  y  =  3o6868i6i6o,  z  =  66048490369, 

5»  — 5  =  58864370041*. 
3« 

(,*_  3n,ï-+- 362 1^*— 1889P H- 6i«  =  (^»-+- wt' 4- /i)S 
3i      487      65      I 

solution  identique  à  w  =  —  8. 

(;»__  3,  (.3-1-362  ç'»—  i889i;  -4-  6i«  =  {rm^^-hm^  +  61)*  ; 
1889       I 819687 

122  122' 

_  21 553073880    _   7778363o4 
""  2791353773  '    ~   2791353773 


(  >^<^  ) 

.r  :—  7i86a323373564i5i i3, 
r  -  4342448160619629984, 
zziLi  8396290968997175945, 


V '5'  -h  5  =  9  i52o4836o  16240 1489. 

Au  moyen  des  solutions  déjà  obtenues,  on  pourra  en 
trouver  d'autres  indéfiniment. 

5.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  Vaire  du  triangle^  augmentée  des 
carrés  construits  sur  les  trois  côtés,  soit  égale  à  un  carré 
parfait. 

L'équation  à  satisfaire  est 

pqip^—q*)  -h  2 (/?* -h  ç* )*  =  r* 
ou 

Or,  dans  les  quatre  nombres  /;,  y,  p  -i-  q^  p  —  q^  il 
y  a  nécessairement  un  multiple  de  3,  et  il  n'y  eu  a  qu'un 
seul,  puisque  pet  q  sont  supposés  premiers  entre  eux  : 
le  premier  membre  de  l'équation  est  donc  de  la  forme 
3m  -4-  2,  incompatible  avec  celle  d'un  carré;  il  en  résulte 
que  le  problème  proposé  n'a  pas  de  solution. 

On  voit  de  même  qu'il  n'existe  pas  de  triangle  rec- 
tangle en  nombres  entiers  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  trois  côtés,  diminuée  de  Taire  du  triangle,  soit  un 
carré  parfait. 
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Par  m.  WEILL. 


Considérons  deux  circonférences  se  coupant  aux  points 
A  et  B.  Par  le  point  A  menons  une  sécante  quelconque 
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rencontrant  les  deux  circonférences  aux  points  C  et  D, 
et  menons  en  ces  points  les  tangentes  qui  se  rencontrent 
en  M.  Lorsque  la  sécante  pivote  autour  du  point  A, 

Tangle  CMD  reste  constant  ;  les  quatre  points  C,  M,  D,  B 
sont  sur  une  même  circonférence  qui  a  pour  enveloppe 
le  lieu  décrit  par  le  point  M.  Ce  Heu  est  une  cardioïde 
ayant  le  point  B  pour  point  de  rebroussement  ;  si  Ton 
mène  au  point  A  les  tangentes  aux  deux  circonférences 
données,  ces  deux  droites  déterminent  respectivement 
sur  les  circonférences  un  point  où  elles  sont  touchées  par 
la  cardioïde.  On  en  déduit  les  conséquences  suivantes  : 

Théokème  I.  —  On  considère  deux  coniques  se  cou- 
pant en  A,  B,  I,  J.  Une  sécante  menée  par  le  point  A 
rencojitre  les  coniques  enC  etï}\  on  mène  en  ces  points 
les  tangentes  qui  se  rencontrent  en  M  : 

I®  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  quelconques 
des  cinq  droites  MC,  MD,  MB,  MI,  MJ  reste  constant 
quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  K. 

2®  Les  six  points  M,  C,  D,  B,  I,  J  sont  sur  une  même 
conique,  qui  a  pour  enveloppe  le  lieu  du  point  M. 

3"  Le  lieu  du  point  M  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  ayant  les  points  B,  I,  J  pour  points  de  rebrous- 
sement et  tangente  à  chacune  des  coniques  au  point  où, 
elle  est  rencontrée  par  la  tangente  menée  à  l'autre  au 
point  M. 

Théokème  II.  —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 
du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de  rebrous- 
sèment,  par  un  point  A  de  son  plan  on  peut  mener 
deux  coniques  touchant  la  courbe  et  passant  par  les 
trois  points  de  rebroussement  j  la  droite  qui  joint  le 
point  A  au  point  où  l'une  des  deux  coniques  touche 
la  courbe  est  tangente  à  l'autre  conique. 

Théorème  III. —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 
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du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de  rebrous- 
sèment  et  une  droite  quelconque  D,  les  quatre  points 
de  rencontre  de  cette  droite  D  ai^ec  la  courbe  et  les 
quatre  points  oit  cette  même  droite  est  touchée  par  les 
quatre  coniques  qui  passent  par  les  points  de  rebrousse- 
ment  et  touchent  la  courbe  se  correspondent  deux  à 
deux,  c  est" à-dire  que,  lorsque  les  coordonnées  d'un  des 
points  du  premier  groupe  sont  données,  celles  d'un 
point  du  deuxième  groupe  sont  des  fonctions  ration^ 
nelles  des  premières,  et  inversement. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  courbe 
du  quatrième  degré  ayant  M,  N,  P  pour  points  de  rebrous- 
sement,  prenons  sur  celte  courbe  un  point  K  et  menons 
par  ce  point  une  droite  D^  la  conique  qui  passe  pju'  les 
quatre  points  M,  N,  P,K,  en  touchant  la  courbe  considé^ 
rée  au  point  K,  rencontre  la  droite  D  en  un  second  point 
L-,  la  conique  qui  touche  la  droite  D  au  point  L  et  qui 
passe  par  les  points  M,  N,  P  touche  la  courbe  considé- 
rée, en  vertu  du  théorème  précédent  5  ù  chaque  point  de 
rencontre  de  là  droite  D  avec  la  courbe  correspondra 
donc  une  conique  et  une  seule  touchant  la  droite  D,  pas- 
sant par  les  trois  points  de  rcbroussement  et  touchant  la 
courbe.  La  proposition  est  donc  établie. 

Appelons  cercle  générateur  de  la  cardioïde  le  cercle 
variable  qui  passe  par  le  point  de  rcbroussement  et 
touche  la  courbe. 

Théorème  IV.  —  Si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les 
tangentes  à  la  série  des  cercles  générateurs  de  la  car- 
dioïde, le  lieu  des  points  de  contact  de  ces  tangentes 
est  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  un  point  double 
au  point  P  et  trois  points  triples,  dont  deux  sont  les 
ombilics  du  plan  et  le  troisième  est  le  point  de  rebrous- 
sèment  de  la  cardioïde  ;  les  tangentes  en  ce  point  triple 
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sont  la  droite  qui  joint  le  point  au  point  P  et  les  deux 
bissectrices  des  angles  formés  par  cette  droite  avec  la 
tangente  à  la  cardioïde,  La  courbe  du  sixième  degré 
est  unie ur sale. 

Pour  établir  ce  théorème,  îl  suffit  de  remarquer  que 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  fixe  P  à  un  système  de  coniques  ayant  pour  carac- 
téristiques [X,  V  est  une  courbe  de  degré  u  -4-  v  ayant 
au  point  P  un  point  multiple  d'ordre  (x.  Or,  on  a  ici 

Théorème  V.  —  Etant  donnée  une  courbe  quel- 
conque du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de 
rebroussementy  si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les  tan- 
gentes a  toutes  les  coniques  passant  par  les  trois  points 
de  rebroussement  et  tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  de 
leurs  points  de  contact  est  une  courbe  du  sixième  degré, 
unicursale,  ayant  un  point  double  au  point  P  et  trois 
points  triples  aux  trois  points  de  rebroussement  ;  les 
tangentes  en  chacun  des  points  triples  se  déterminent 
individuellement  ;  l'une  d'elles  passe  au  point  P. 

Théorème  VI.  —  JE  tant  donnée  une  parabole  et  un 
point  P  dans  son  plan,  on  considère  une  tangente  quel- 
conque à  la  parabole  et  on  mène  un  cercle  tangent  à 
cette  droite  et  passant  par  le  point  P  et  le  fojer  de  la 
parabole;  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  courbe 
du  troisième  degré  ;  toute  tangente  à  la  parabole  ren- 
contre cette  courbe  du  troisième  degré  en  trois  points 
que  l'on  peut  trouuer  par  la  règle  et  le  compas;  en 
d'autres  termes,  l'équation  du  troisième  degré  dont 
dépend  le  problème  a  toujours  une  racine  commensu- 
rable. 

Une  propriété  analogue  se  trouvera  dans  tout  pro- 
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blèine  où  il  s'agira  de  trouver  le  lieu  des  points  de  con- 
tact des  cercles  passant  par  deux  points  fixes  avec  un 
système  de  droites  ou  de  cercles  dont  le  mouvement  est 
déterminé.  Cette  remarque  est  susceptible  d*uue  généra- 
lisation bien  plus  grande  et  donne  des  équations  dont  le 
premier  membre  se  décompose,  par  suite  d'une  propriété 
géométrique  qui  permet  de  distinguer  certaines  racines 
des  autres;  on  ne  peut  pourtant  en  conclure  que  les 
points  (|ui  correspondent  à  ces  racines  décrivent  des 
courbes  distinctes. 

Théorème  VU.  —  Si  cl* un  point  P  pris  sur  la  cardioïde 
on  mène  les  tangentes  à  l'un  des  cercles  générateurs, 
les  points  de  contact  se  déterminent  individuellement. 
Quand  on  considère  le  système  des  cercles  générateurs ^ 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  P  ^e  compose  de  deux  courbes  distinctes^  l'une  est 
le  cercle  générateur  qui  passe  au  point  P,  et  Vautre  est 
une  anallagmatique  du  quatrième  degré  ayant  un  point 
double  au  point  de  rebroussement  de  la  cardioïde. 

Théorème  VIII.  —  Par  un  point  fixe  P  pris  sur  une 
parabole  et  par  le  foyer  on  mène  un  cercle  tangent  à 
une  tangente  variable  de  la  courbe ,-  le  lieu  des  points 
de  contact  sSe  compose  d'une  droite  et  d'une  conique  ; 
la  droite  est  la  tangente  au  point  P  à  la  parabole. 

Théorème  IX.  —  On  considère  une  conique,  un 
triangle  circonscrit  ABC  et  un  point  fixe  P  pris  sur  la 
courbe.  Par  ces  quatre  points  on  fait  passer  une  co- 
nique tangente  à  une  tangente  variable  de  la  conique 
fixe  ;  les  points  de  contact  des  deux  coniques  qui  ré- 
pondent à  la  question  se  déterminent  individuellement  : 
l'un  d'eux  décrit  une  droite  et  l'autre  une  conique. 

Théorème  X.  —  Etant  donnée  une  courbe  du  qua- 
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trième  degré  à  trois  points  de  rebroussement,  si  l'on 
considère  une  conique  passant  par  ces  trois  points  et 
tangente  à  la  courbe,  les  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  P  de  la  courbe  à  cette  conique  se 
déterminent  individuellement;  lorsque  la  conique  varie, 
le  point  P  restant  fixe,  le  lieu  des  points  de  contact  se 
compose  de  deux  courbes  distinctes  ;  tune  est  la  conique 
qui  passe  par  les  trois  points  de  rebroussement  et  touche 
la  courbe  au  point  V\  Vautre  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  les  trois  points  de  rebroussement 
pour  points  doubles  et  qui  est,  par  suite,  unicursale. 

Les  quatre  derniers  théorèmes  que  nous  venons  d'énon- 
cer, et  qui  découlent  de  la  même  propriété,  présentent 
Texemple  remarquable  d'un  système  de  deux  points 
qu'aucune  propriété  géométrique  ne  semble  distinguer 
et  qui  décrivent  deux  courbes  entièrement  différentes; 
on  explique  facilement  ce  résultat  en  observant  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  carré  introduit  par  la  ré- 
solution de  l'équation  du  second  degré  dont  dépend  la 
question  est  un  carré  parfait  pour  une  position  conve- 
nable du  point  P;  ce  cas  se  présente  justement  quand  ce 
point  (ixe  est  situé  sur  la  courbe  considérée;  le  double, 
signe  ^u  radical  donne  alors  deux  courbes  différentes. 

ConsidéronsdeuxcirconférencesayantpourcentresOct 
Cy,  et  un  point  M  ;  soient  MA  et  MB  deux  tangentes  menées 
par  ce  point  aux  deux  circonférences.  Menons  les  droites 
OC,  CyC  respectivement  parallèles  à  AM  et  MB,  et 
joignons  CM;  cette  droite  rencontre  en  un  point  P  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  points  O,  C,  O'.  Ceci  posé, 
si  le  point  M  se  déplace  de  manière  que  Tangle  AMB 
reste  constant,  la  longueur  CM  sera  constante  et  le  point  P 
sera  un  point  fixe;  dès  lors,  le  pointM  décrit  un  limaçon 
de  Pascal aLyaLiillti  point  P  pour  point  double  et  le  cercle 
OCC  pour  cercle  directeur  :  ce  résullat  est  bien  connu. 
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Sî  Ton  mène  la  tangente  M'B'  au  cercle  O'  quî  est  parallèle 
à  MB,  elle  détermine  sur  MA  un  point  M',  et  le  lieu  de 
ce  point  est  un  deuxième  limaçon  de  Pascal  ayant  pour 
point  double  un  point  Q  situé  sur  le  cercle  OCO'. 

Les  deux  points  P  et  Q  sont  tels,  comme  le  montre 
un  raisonnement  fort  simple,  que  l'on  voit  de  ces  points 
les  deux  circonférences  O  et  C  sous  le  même  angle;  ces 
points  sont  donc  à  l'intersection  de  la  circonférence  OC(y 
et  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  la  droite  SS' 
qui  joint  les  centres  de  similitude  des  deux  circon- 
férences. 

Le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  à  deux 
circonférences  font  un  angle  donné  a  se  compose  donc 
(lorsque  Tangle  a  est  bien  défini)  de  deux  limaçons.  Si 
l'angle  a  varie,  les  points  doubles  P  et  Q  des  deux 
limaçons  se  meuvent  sur  une  circonférence,  et  la  droite 
PQ  passe  par  un  point  fixe  ;  le  môme  résultat  a  lieu  si  les 
rayons  des  deux  circonférences  changent,  leur  rapport 
restant  constant.  Supposons  les  deux  circonférences 
invariables,  ainsi  que  l'angle  a;  le  limaçon  de  Pascal 
correspondant  et  ayant  le  point  P  pour  point  double  est 
doublement  tangent  à  chacune  des  circonférences,  et  les 
droites  qui  joignent  les  points  de  contact  se  coupent  sur 
Taxe  de  symétrie  de  la  courbe.  On  en  conclut  les 
théorèmes  suivants: 

Théorème  XI.  —  On  considère  une  circonférence 
variable  dont  le  centre  se  meut  sur  une  circonférence 
fixe  et  qui  est  vue  d'un  point  P  de  cette  circonférence 
sous  un  angle  donné  w,  cette  circonférence  a  pour 
enveloppe  un  limaçon  de  Pascal  ayant  le  point  P  pour 
point  double  ;  considérant  deux  quelconques  de  ces  a/*- 
conférences  comme  fixes  ^  l'angle  circonscrit  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  quelconque  du  limaçon  sera  con- 
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stant;  la  circonférence  variable  est  orthogonale  à  une 
circonférence  fixe . 

Théorème  XII.  —  Un  cercle  doublement  tangent  à 
une  conique  et  dont  le  centre  est  sur  l'axe  non  focal  est 
vu  d'un  foyer  sous  un  angle  constant  et  égal  au  sup- 
plément de  l'angle  des  asymptotes. 

Théorème  XIII.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques 
qui  restent  semblables  à  elles-mêmes  et  doublement 
tangentes  à  un  cercle  fixe  [la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal),  et  qui  sont  assujetties  à  une 
autre  condition  simple  quelconque ,  est  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  donné. 

Théorème  XIV.  —  Si  l'on  considère  une  suite  de 
cercles  ayant  leurs  centres  sur  le  cercle  directeur  d'un 
limaçon  de  Pascal  et  doublement  tangents  à  cette 
courbe,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  P  du  plan  à  ces  cercles  est  une  courbe 
du  sixième  degré  ayant  pour  points  doubles  le  point  P 
et  le  point  double  du  limaçon  et  pour  points  triples  les 
ombilics  du  plan. 

Considérons  une  circonférence  O  et  le  limaçon  de 
Pascal  ayant  celte  circonférence  pour  directrice  et  un 
point  P  de  cette  circonférence  pour  point  double.  Con- 
sidérons la  circonférence  qui  a  son  centre  en  un  point  A 
de  cette  circonférence  et  qui  est  doublement  tangente  au 
limaçon.  Soit  un  point  M  du  limaçon  situé  sur  le  rayon 
vecteur  PM  qui  rencontre  la  circonférence  en  un  point  13. 
Menons  la  droite  AB  et  par  le  point  M  une  parallèle 
MC  à  cette  droite  ^  MC  touchera  au  point  C  la  circon- 
férence A;  le  rayon  CA  rencontre  la  circonférence  O  eu 
un  point  D.  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  MD  touche  le 
limaçon  au  point  !M  et  passe  par  le  point  double  P  et  par 
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le  point  de  contact  C  de  la  tangente  MC  menée  du  point 
M  au  cercle  A.  On  a  donc  les  théorèmes  suivants: 

Théohème  XV.  —  Etant  donnée  une  circonférence 
ayant  son  centre  sur  le  cercle  directeur  d'un  limaçon  de 
Pascal  et  doublement  tangente  à  la  courbe,  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  circonférence 
par  un  point  M  du  limaçon  se  déterminent  indii^iduel- 
lement;  si  la  circonférence  varie,  l'un  des  points  de 
contact  décrit  la  circonférence  qui  touche  le  limaçon 
au  point  M  en  passant  par  le  point  double,  et  Vautre 
décrit  une  anallagmatique  du  quatrième  degi'é. 

Théorème  XVI.  —  Etant  donnés  un  cercle  double- 
ment tangent  à  un  limaçon  de  Pascal  et  ayant  son  centre 
sur  le  cercle  directeur,  et  une  droite  D  tangente  à  ce 
cercle,  l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  a  une 
racine  rationnelle  en  fonction  des  coefficients, 

TnéonÈME  XVII.  —  Si  Von  considère  un  point  A 
d'uJie  conique  et  un  cercle  C  doublement  tangent  à  la 
courbe  [la  corde  de  contact  étant  parallèle  à  l'axe 
focal)  ^  les  deux  cercles  qu'on  peut  mener  par  le  point 
A  et  le  foyer  F  langentiellemcnt  au  cercle  C  se  déter- 
minent indii^iduellement;  le  point  de  contact  du  cercle 
C  avec  l'un  d 'eux  se  trouve  sur  la  tangente  menée  par 
le  point  K  àla  conique. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  se  prête  à  un 
grand  nombre  d'énoncés  différents,  car  il  établit  une 
relation  entre  les  tangentes  qu'on  peut  mener  par  un 
point  à  une  conique,  les  foyers  et  les  deux  cercles  qu'on 
peut  mener  par  le  point  ayant  avec  la  conique  un  double 
contact,  la  corde  de  contact  étant  parallèle  à  Taxe  focal. 
On  a,  en  particulier,  les  théorèmes  suivants  i 
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Théokème  XVIII. —  Le  lieu  des  foyers  iVune  conique 
tangente  à  une  droite  D  en  un  point  A  et  doublement 
tangente  à  un  cercle  C  [la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal)  se  compose  de  deux  cercles 
passant  par  le  point  A  et  respectivement  tangents  au 
cercle  C  aux  points  ou  il  est  rencontré  par  la  droite  D. 

Théorème  XIX.  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques 
doublement  tangentes  à  deux  circonférences  se  compose 
dune  droite  et  d'une  circonférence,  pourvu  que  les 
cordes  de  contact  soient  parallèles  dans  les  deux  cir- 
conférences. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffît  de  remarquer, 
d'après  le  théorème  XII,  que  du  foyer  on  voit  sous  le 
même  angle  deux  circonférences  doublement  tangentes  à 
la  conique  et  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  non  focal. 

Considérons  deux  courbes  quelconques  et  un  angle 
AMB  formé  par  les  tangentes  MA  et  MB  menées  du  point 
M  aux  deux  courbes;  lorsque  le  point  M  se  déplace, 
l'angle  AMB  restant  constant,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  AMB  a  deux  enveloppes;  Tune  est  le  lieu  du 
point  M,  car,  pour  mener  la  tangente  en  M  au  lieu  décrit 
par  ce  point,  on  peut  remplacer  les  deux  courbes,  dans 
le  voisinage  des  points  A  et  B,  par  ces  points  eux-mêmes  ; 
pour  obtenir  le  point  de  contact  du  cercle  avec  sa 
deuxième  enveloppe,  considérons  les  cercles  O  et  C, 
osculateurs  aux  deux  courbes  en  A  et  B;  comme  le  cercle 
AMB  dépend  des  éléments  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  la  recherche  de  son  enveloppe  ne  dépendra  que 
de  ceux  du  deuxième  ordre,  et  l'on  pourra  substituer  aux 
deux  courbesleurs  cercles  osculateurs  ;  le  point  de  contact 
du  cercle  avec  sa  deuxième  enveloppe  est  donc  le  point 
double  P  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante   AMB  rir- 
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conscrit  aux  deux  circonférences  O  et  O'  ^  on  aura  donc 

ce  point  P  en  menant  par  les  points  O  et  (X  des  parallèles 

OD,  O'D  aux  droites  MA,  MB  et  en  joignant  les  points  M 

et  D;  le  point  où  la  droite  MD  rencontre  la  circonférence 

est  le  point  cherché. 

Reprenons  le  système  de  deux  cercles  O  et  (y  et  de 

Tangle  AMB  de  grandeur  constante  circonscrit  aux  deux 

cercles.  Le  point  M  décrit  un   limaçon  de  Pascal  ayant 

pour  point  double  un  point  P  situé  sur  la  circonférence 

OO'M.  D'après  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut,  on  voit 

du  point  P  les  deux  circonférences  Oet  O'sous  le  même 

angle  ^  donc  le  rapport  des  rayons  OA,  O'B  est  égal  au 

rapport  des  distances  PO,  PO'^  de  plus,  il  est  facile  de 

voir  que  les  angles  AOP,  BO'P  sont  égaux  -,  on  eu  conclut 

P\ 
que  le  rapport  p^  reste  constant,  ainsi  que  Tangle  APB; 

donc,  quand  le  point  M  se  déplace  sur  le  limaçon,  le 
triangle  APB  reste  semblable  à  lui-même^  en  particulier, 
l'angle  PAB  reste  constant,  et,  comme  le  point  A  se  meut 
sur  une  circonférence,  la  droite  AB  enveloppe  une  co- 
nique ayant  le  point  P  pour  foyer. 
On  a  donc  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  XX.  —  Quand  un  angle  AMJi  de  grandeur 
constante  est  circonscrit  à  deux  cercles,  la  droite  AB  qui 
joint  les  points  de  coqlact  de  ses  côtés  avec  les  deux 
cercles  ensfeloppe  une  conique  ayant  pour  foyer  le  point 
double  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
point  M. 

Théorème  XXL  —  Si  autour  du  foyer  commun  F 
de  deux  coniques  on  fait  tourner  un  angle  AFB  égala 
l'angle  des  axes  focaux  des  deux  coniques,  le  lieu  du 
point  M  de  rencontre  des  tangentes  menées  aux  deux 
coniques  respectivement  en  A  et  B  ^.s^  un  cercle. 
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On  peut  envisager  le  problème  qui  consiste  à  trouver 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur  eonstante  cir- 
conscrit à  deux  circonférences  comme  un  cas  particulier 
du  problème  suivant: 

Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  circonscrit  à 
deux  circonférences,  les  coefficients  angulaires  des  côtes 
étant  liés  par  une  relation  linéaire  par  rapport  à  cha- 
cun d'eux. 

Le  lieu  est  alors  du  huitième  degré  ;  il  se  décompose 
lorsque  Tangle  doit  être  constant  (on  a  alors  deux  lima- 
çons de  Pascal),  ou  bien  lorsque  Tangle  doit  avoir  une 
bissectrice  de  direction  constante.  Dans  ce  dernier  cas, 
Téquation  de  chacune  des  courbes  du  quatrième  degré 
qui  composent  le  lieu  prend  une  forme  remarquable  \ 
avec  des  axes  rectangulaires  convenablement  choisis,  cette 
équation  est 

H  et  K  étant  des  constantes,  et  o  étant  la  distance  d'un 
point  du  lieu  à  un  point  fixe  situé  sur  Thyperbole  équi- 
latère  qui  a  pour  équation 

xY  —  H'=--o. 


SUR   UNE  QUESTIOK  DE  LICENCE; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 


D'après  M.  Catalan  {IVoui^elle  Correspondance  ma^ 
thématique,  novembre  1880),  la  solution  de  la  question 
de  licence  publiée  dans  ce  Recueil,  2®  série,  t.  XX, 
p.  35,  peut  être  simplifiée  de  la  manière  suivante. 

Pour  l'homogénéité,  remplaçons  C  par  —  et  ka^  par 


2  6* 


b'^  ;  les  équations  du  problème  sont 

.    .,       r'-f-^'         ,^       dr 

sin  \  =1 ,     <Y0  —  —  laiii»  \  . 

•i  cr  r 

Ue  la  première  on  tire 

r  zmc  sin  \  ±:  y  c*  sin*  \  —  b^  ^ 

et  par  eonséqucnt 

dr  rn  c  cos  \'  (  I  zt  \  d\ . 

\  v^siiin  —  ^-/ 

puis 

csinV 

r/0  =1  ^  ^/\  . 

y  c*  —  b^  —  f*  cos*  \ 

L'intégrale  est,  en  supposant  nulle  la  constante^ 

c  ros  V 

0  =z  arc  cos  —^=r 


\c 


2  _  ijt 


La  courbe  (c)  est  donc,  si  l'on  veut,  représentée  parle 
système  des  formules 


/-'-h/>- 


C  sin  V  rrr  ,        c  cos  V  zz:  i.  C  '  —  />"  OOS  0- 

Si  Ton  élimine  V,  ou  a  Téquation  unique 


,,_  (rM-/>>*)« 


ou,  en  coordonnées  rectangulaires, 

4  (  6*  or^  -h  c^yî  )  ^  (  .r»  -+-  y^  -h  b^)K 
équation  qui  peut  encore  s'écrire 

( J7*+  v'+  sî v'c*  —  b*y  —  b^) (r^-h y^  —  2 y c^—  6^*/  —  b^)  -- o. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  la  courbe  se  com- 
pose de  deux  circonférences,  ou,  plus  exactement,  les 
courbes  i c)  et  (C)   sont  des   circonférences   comprises 
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outre  deux  tangentes  eonimuues   menées   du  pôle ,  et 
dont  les  rayons  sont  dans  le  rapport  k. 


GORRESPONDAKCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

Voulez- vous  bien  me  permettre  de  vous  adresser 
quelques  observations  relativement  aux  questions  1324 
et  1296  et  aux  solutions  qui  en  ont;  été  données  dans  le 
dernier  numéro  d'octobre.  Je  dirai  tout  d'abord  qu-en 
proposant  la  question  132i  je  demandais  une  démons- 
tration et  non  une  vérification,  qui  n'offrait  aucune  diffi- 
culté :  la  question  reste  donc  toujours  proposée. 

Quant  à  la  question  1296,  il  est  certain  que  M.  Rea- 
lis,  en  la  proposant,  a  voulu  offrir  un  exercice  de  vérifi- 
cation aux  jeunes  lecteurs  des  annales,  car  il  sait  aussi 
bien  que  personne  que  les  formules  qu'il  donne  sont  un 
cas  particulier  des  formules  générales  de  Cauchy  démon- 
trées dans  le  quatrième  cahier  des  Exercices  mathéma- 
tiques. II  est  curieux  que  rauteur  de  la  vérification 
arrive,  sans  y  faire  attention,  à  des  formules  plus  simples 
que  celles  de  Cauchy,  les  formules  (q)  (a*"  série,  t.  XIX, 
p.  4^^)?  qui,  après  la  suppression  du  facteur  commun 
)vPQR,  sont  précisément  les  formules  (5i)de  mon  Mé- 
moire (p.  4o8^  '879).  L'identité  (3)  (p.  459)  se  trouve 
aussi  dans  le  Mémoire  cité  (p.  407  ;  1879).  Elle  est  remar- 
quable en  ce  qu'elle  donne  la  solution  d'une  question 
que  j'ai  proposée  autrefois  dans  les  Nouvelles  annales  : 
Trouver  six  nombres  entiers  x^j^  z,  j/,  j',  z'  tels  que  ces 
nombres  satisfassent  à  V  un  ou  l' autre  des  deux  sjs- 
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ternes 


.r»  +  j'  -t-  -'  in  ^'3  -i-  j'3  -^  5'S     j:-  4- J  -h  ^  =  o:'  4-/  4-  -'. 

Lors  de  la  dernière  réunion  à  Reims  de  rÂssociation 
pour  Tavanceinent  des  Sciences,  j*ai  communiqué  les 
formules  (5i)  à  M.  Sylveslcr,  qui  m'a  dit  les  avoir  trou- 
vées de  son  côté,  mais  étendues  au  cas  plus  général  de 
l'équation 

(i)  aX»  -+-  b\^  -h  rfXYZ  =:  cZ» . 

Voici  en  quelques  mots  une  démonstration  très- 
simple  : 

[x^jyz)^  [o(f^j\s!)  étant  deux  solutions  de  l'équa- 
tion (i),  les  formules  de  Caucliy  donnent 

X  =::  ^byY'{xy  —  yx')  —  Zczz\œz' —  zx') 

-^d{x\y'z'  -^x'\rz), 
Y  —  2^axx'(y\r'—xr')  —  Zczz\vz'^—  zy) 

-V-d{Y'^x'z'  —  y^xz). 
Z  =  ^axx'{zz'  —  xz')  +  ^byy{zy  —  yz') 

-^d{z^yx'~-z'^xy). 

D'ailleurs,  des  deux  équations 

ax^  -\-  by^  -h  dxyz  =  ce',  ax'^  -i-  by^  -h  dx'y'z'  =l  cz'^ 

on  tire 

c{z\y^  —  y^^'^  )  -h  dyyiy^yz'  —  y^xz)  _ 


(2) 


^•3  y '3  —  y'^  x'  ^ 


a. 


c{x^z'^—  z^xJ^)—  dxx'{x\y'z'  —  x'\yz)  _ 

X'iy'^  —  y'ijo'^ 

Si  maintenant  on  substitue  l'expression  précédente  de 
b  dans  la  première  des  formules  (2),  on  obtient 

[  3  c  jxz'  —  zx'  )  (yz'  —  zx')~{-  'djxy  -  yx'  )'  ]  {x^yz'  —  x'^yz  ) 
x^y- -h  xyx' y  -h  V* j'- 
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Or  la  valeur  de  Y  se  déduit  évidemment  de  celle  de  X 
eu  permutant  x^y  et  a/,  y\  et  comme,  par  ce  change- 
ment, tous  les  facteurs  de  X  restent  les  mêmes,  excepté 
x^j'z'  —  Oi^'^yz^  qui  devient  j^'x'z'  — y'^xz^  on  a 


X       jr^r 

f  >~f 

—  X'^YZ 

1  ~"  r"^' 

'  ml 

—  y"^xz 

On  obtient  de  même 

Z        ^».r' 

y' 

-  Z'^XY 

"k  ~~  y'x' 

z* 

—  y'^'xz 

Lf's  formules  (5 1)  sont  donc  étendues  à  l'équation  (i). 

M.  Sylvester,  si  je  ne  me  trompe,  a  communiqué  sa 
démonstration  à  M.  Lucas  :  il  serait  intéressant  qu'elle 
fût  publiée. 

Veuillez  agréer,  Monsieur,  etc. 

Desbovës. 


S0LITI0.\S  DE  QUESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOIIVELLES  ANNALES. 


Question    1275 

(voir  1* série,  (.  XVII.  p.  33&;  ; 

Par  m.  R.-W.  GENÈSE. 

On  donne  quatre  points  a,  J,  c,  d  dans. un  plan  et 
deux  points  p,  p',  non  situés  dans  ce  plan. 

Les  droites  d'intersection  de  deux  couples  de  plans 
( p  «i  ) ,  [p' cd)  et  [pcd),  ( p' ab )  sont  dans  un  même  plan 
(  P  )  ;  on  peut  obtenir  six  plans  analogues  en  combinant 
de  toutes  les  manières  possibles  les  points  a.,  é,  c,  d'. 
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ces  six  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  { D  ) 
qui  rencontre  pp'.  (  Gekty  .  ) 

Un  point  est  donné  par  les  rapports  a,  ^,  y,  o  des  aires 
des  tétraèdres  PpBC,  PpCA,  Pp  AB  et  PABC  à  Taire  de 
paie.  Soient  a,  p,  y,  o  les  coordonnées  de  p'5  /?,  g^  r,  o 
celles  de  d.  Les  coordonnées  de  a,  i,  c,  p  sont 

(1,0,0,0),    (0,1,0,0),    (q,o,  1,0)    et    (0,0,0,1). 

Alors  Téquation  du  plan  pa6  est 


(0 

T^o; 

celle  de  ^'cd  est 

a 

?      V      0 

a. 

?.  Yi  ^^ 

0 
P 

0   I   0 

n      r      0 

ou 

(2) 


(/^?i--'7«i)^-^^i('7»  — /'?)  =  «• 


Le  plan  p'ai  est  représenté  par 


o 

I 


71 
o 


0 

•N 

o 
o 


ou 

(3) 

et  p  cd  par 


•^iT  — 7i^^  —  o. 


a  ?  Y  ^ 
0001 
0010 
p     q     r     o 


—-  o 


ou 

(4) 


^a  — />P  ::^  O. 


i 


( 


I- 


4    J        } 

\a\  plan 

(/^?i  —  n  «i)  (vi  ^  —  "^i  V  )  +  vi  ^i  (v»  —  /??)  —  o 

contient  les  intersections  de  (i)  avec  (a)  et  de  (3)  avec 
(4)-  Alors  c'est  un  des  plans  de  la  question.  I!  y  en  a 
deux  autres  : 

et 

(^«i  — /^ViK?»^^  — ^^i?)H-?i^i(/>T— ^«)~  o. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  s'annulent  par 
addition.  Alors  les  trois  plans  passent  par  une  même 
droite. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morel-Blanc. 


Question  1313 

(voir  >*  série,  i.  XVIII,  p.  .133  ); 

Par  m.  s.  REALfS. 

Un  nombre  /;,  f/ui  est  la  somme  de  n  cubes  entiers, 
étant  donné,  assigner  un  nombre  q  tel  que  le  produit 
p^  (j  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 

Soit 

et  posons 

P,  -  2  a?  4-  3  a,(a«  -h  «î  -h .  .  .  4-  a2  )  -  (  a  J  4-  aj  -f- .  .  .  H-  aj), 

P,  i^- aa» -f-3a,(aî-H  a» -^.  .  .-^  aj)  -  (a?-f- aj^-.  .  .4- a,^). 


P/|-=  ^>3tJ  -f-  3a„(a?  -f-  a'  -f-  .  .  .  -h  aj_  ,) 
—  (aî-+-aî-H.  .  .  4-aJ     ,), 
V  -   (  9  —  /'  )  («î  -r-  «î  4-  «iî  -f- .  .  .  4-  aj) 

4-a,,(aî-ha^-f-...-+-aJ^^)]. 
>////f.  </r  Mathémat.,  2*  série,  t.  XX.  (Avril   i88i.) 
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Nous  aurons,  par  identité, 

Noie.  —  La  solution  donnée,  dans  le  numéro  de  septembre  der- 
nier, par  M.  Marcello  Rochetli,  ne  répond  pas  aux  termes  de  l'énoncé. 


Question  1342 

(voir  2*  «érle,  t.  XIX.  p.  ui  et  kio)  : 

Par  m.  a.  LEINEKUGEL. 

D'un  point  donné  M  on  mène  deux  droites  nor- 
males à  un  paraboloïde;  soient  a  et  b  leurs  pieds,  a 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la 
corde  ab  et  p  le  conjugué  harmonique  de  a  relative- 
ment aux  points  a  et  b;  démontrer  que  le  point  ^  est 
sur   la  droite  menée  par   M  perpendiculairement  à 

l'axe. 

(Laouerue.) 

Soit  D  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  en  a 
et  en  b.  Par  cette  droite  D  menons  le  plan  diamétral  DN 
conjugué  aux  cordes  parallèles  à  ab  et  le  plan  DQ  paral- 
lèle à  ab.  Ces  quatre  plans  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, le  plan  ^lab  les  coupe  suivant  un  faisceau  har- 
monique dequatre  droites  et  les  perpendiculaires  abaissées 
du  point  M  sur  ces  quatre  droites  forment  aussi  un 
faisceau  harmonique.  La  proposition  s'en  déduit  immé- 
diatement, car  dans  les  paraboloïdcs  tous  les  plans  dia- 
métraux sont  parallèles  à  Taxe. 

JVoie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Gentil,  élève 
dn  Ivrée  de  (i renoble. 
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Question  1344 

(  Toir  X*  série,  t.  XIX,  p.  433)  ; 

Par  m.  François  LAUDIERO, 

Élève  de  l'Université  <Ic  \aples. 

Soient  A  y  B,  C,  D  quatre  points  d'une  conique  [S)  ^  et 
M  un  point  quelconque;  si  l'on  mène  les  droites  MA, 
jNlB,  MC,  INID  qui  rencontrent  de  nouveau  la  conique 
[S)  en  des  points  A',  B',  C,  D'  respectivement,  les  deux 
coniques  {M,  A,  B,C,I)),  (M,  A',  B',  C,  lï)  auront  la 
même  tangente  au  point  M.  (  Genty  .  ) 

On  sait  que,  si  deux  coniques  cp,  <p'  se  coupent  aux 
points  A,  B,  C,  D  et  si  Ton  mène  par  A,  B  respectivement 
deux  droites  qui  coupent  cp  en  F,  G  et  cp'  eu  F',  G',  les 
cordes  FG,  F'G  concourent  en  un  point  H  de  la  droite 
CD,  et  il  est  clair  que,  si  les  points  P,  G''  sont  inGni- 
ment  voisins,  la  droite  FG  et  la  tangente  en  F'G'  à  la 
conique  cp'  se  coupent  sur  la  droite  CD. 

Cela  posé,  désignons  par  ^,  •}' les  deux  coniques 

(M,A,B,C,D).     (M,A',B',C',D) 

respectivement,  et  observons  que  pour  les  coniques  (S), 
Q,  qui  se  coupent  dans  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  la 
tangente  à  la  conique  cp  en  M  et  les  cordes  CD,  B'A' 
concourent  en  un  même  point.  De  même,  pour  les  co- 
niques (S),  q',  la  tangente  en  M  à  la  conique  cp'  et  les 
cordes  B'A',  CD  concourent  en  un  même  point. 

Donc  les  deux  tangentes  en  M  aux  coniques  cp,  cp/ 
coïncident,  et  les  coniques  '^,  cp' ont  conséquemmcnt  la 
même  tangente  au  point  M. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Morel-Blanc; 
F.  Pisani;  N.  Goffarl;  A.  Droz;  J.  Marchai;  H.  Herzog,  du  lycée  de 
Rouen;  E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre. 


Question  1348 

(  Toir  2*  série,  t.  XIX,  p.  4R0); 

Par    m.    J.    BOUDÈNES, 

Élève  du  lycée  de  Grenoble. 

On  donne  une  parabole  V  et  on  propose  : 

i"  De  trouver  l'équation  du  cercle  C  qui  passe  par  un 
point  M  du  plan  et  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  parabole  ; 

a°  De  tr ouvrer  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  ce 
cercle  a  un  rajon  constant  ; 

3**  De  trouver  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  de  rayon 
constant; 

4°  De  démontrer  que  la  polaire  du  point  M  par 
rapport  à  la  parabole  et  la  seconde  corde  d'intersec- 
tion du  cercle  et  de  la  parabole  se  coupent  sur  une 
droite  déterminée,  (BvVnBA.Rirf.) 

I**  On  sait  que  les  cordes  d'intersection  de  deux 
coniques  à  axes  parallèles  sont  également  inclinées  sur 
les  directions  de  ces  axes.  Dès  lors,  si  nous  prenons  pour 
origine  le  foyer  de  la  parabole  et  pour  axe  des  x  Taxe 
de  cette  courbe,  son  équation  sera 

(i)  y»  =z  o./>j- -+./>», 

et,  si  a,  |3  sont  les  coordonnées  du  point  M,  la  polaire  de 
ce  point  sera  représentée  par  l'équation 

(2)  ?>'  —  /?(« -h  x)-^p^'  =0. 

Toute  conique  passant  par  l'intersection  de  la  droite 
précédente  et  de  la  parabole,  et  ayant  un  axe  parallèle 
h  celui  de  cette  dernière,  aura  par  suite  une  équation  di; 


(  «s»  ) 

la  forme 

-H  \{y^  —  ipjc—p^)  :=  o. 
Pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faut  d'abord  que 

y;2  4-  ?* 


? 
et,  pour  que  ce  cercle  passe  par  le  poiut  JNl, 

L'équation  de  ce  cercle  est  donc 

(3)  -"  /-^    '^  '^  '  />     '^ 

2"  Son  rayon  a  pour  valeur  la  distance  du  centre  au 
point  M.  Le  lieu  du  point  M  pour  lequel  ce  cercle  a  un 
rayon  constant  est  donc,  a,  fi  étant  les  coordonnées 
courantes, 


ou 


équation  du  quatrième  degré  qui  représente  une  courbe 
passant  par  les  points  cycliques.  Elle  devient,  si  Ton 
transporte  Torigine  au  point  a:  =  —  p  sur  l'axe  des  x, 

3**  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  de  rayon  R 
étant  devenues,  par  la  transformation  précédente  de 
coordonnées, 

P         '       n 
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le  lieu  de  ce  centre,    pour  R   constant,    a  donc  pour 

équation 

j,[vî-r-(x-/?)*]z^R»(.r-/?), 

obtenue  par  réliminatîon  de  a,  ^  entre  la  condition  (4) 
et  les  équations  (5).  Ce  lieu  représente  une  courbe  du 
troisième  degré  passant  encore  par  les  points  circulaires 
à  Tinfini. 

4*^  Les  deux  cordes  d'intersection  du  cercle  (3)  et  de 
la  parabole  (i)  étant 

?.''  —p{^  -\-  x)-^ p^  —  o 
et 

[i  >'  4-  pv  -h  />(/>  —  a )  =1  o, 

on  voit  aisément,  en  les  retranchant,  que  le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  est 

.r  z=:o, 

et  que,  par  suite,  ces  deux  droites  se  coupent  toujours 
sur  l'axe  des  a:,  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire  à 
l'axe  menée  du  foyer. 

Xote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM,  H.  Lez;  Moret- 
Blanc;  Baron,  élève  du  lycée  Henri  IV;  G.  Lambiotte,  élève  de  rÉcole 
polytechnique  de  Bruxelles;  E.  Fauquembergue;  A.  Geneix-Martin : 
J.  \etter,  élève  du  lycée  de  Nancy. 


Question  1333 

(folr  «•  série,  l.  XIX,  p.  b-îH); 

Far  m.  J.-B.  DELAGOURGKLLH, 

Lnfant  de  troupe  au  53*  de  ligne,  à  Tarbes. 

Soient  ABC  un  triangle  donné,  Ai,B|,C|  trois  points 
pris  sur  les  côtés  de  ce  triangle  et  tels  quon  ait 


V,B 

/ 

B,C        l' 

c,A      r 

A.C  - 

m 

B.A  "«/'' 

G.B  ~  m' 

(  '83  ) 
l'aire  du  triangle  x\|  B|  C|  est  égale  à  l'aire  du  triangle 
ABC,  multipliée  par 

{l-\-m){ i  -4-  m' ) ( /" -h  m")' 

(Genty). 

Les  deux  Iri angles  ÂB|  C|  et  ÂBC,  ayant  un  angle  égal, 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle.  On  a  donc 

AB.C,       AC,  X  AB,        AC,        AB, 


ABC    ~  AB  X  AC    ~  AB         AC 
AC,  AB, 


~  AC,+  BC,  ^  AB,-f-CB,' 
ou  bien 

AB,C,  _        r  m'_     ___  __      rm' 


(2) 

(3) 


ABC    -  r-+~,n'^  l'^ni'  ~  (r-^m')(r-\-m') 
On  obtient  de  la  même  manière 
BA.C,  Im" 


ABC    ~  (r-^m'')(i-\-rn) 
CA,B,  /'/?/ 


ABC    ■     (('-^m'){l-hm) 
Or  on  a 

AiB,Ci:=  ABC  -  AB,C,  —  BA,C,  —  CA,B,. 

En  portant,  dans  cette  identité,  les  valeurs  de  AB,Ci, 
BAiCi,  CAiB,  tirées  des  égalités  (i),  (2),  (3),  on 
trouve,  toute  réduction  faite, 

A,B,C,  =  ABC  X 


(/h-  w)(/'4-m')(r-hm") 


Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  L.  Robert,  à 
Montrenil  (Seine);  Choudadow,  de  Strawropole  (Caucase);  A.  Droz, 
à  Porrcntniv  (Berne);  H.  Lez;   E.  Fawquembergiie,  maitre  rép«*ti- 
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leur  au  lycée  de  SaiiU-QueuliD ;  F.  Pisani,  professeur  à  lloslilut 
royal  technique  de  Messiue;  J.  Boudénes  et  Désiré  Giroud,  élèves  du 
lycée  de  Grenoble;  E*  Pecquery  et  K.  Chrétien,  élèves  du  lycée  du 
Havre. 


Question  1356 

(TOir  a*  sèrlo,l.  X\,  p.  481; 

Par  .mm.  K.  PEGQUKRY  et  É.  CHRÉTIEN, 

Elèves  du  lycée  du  Havre. 

Il  y  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  donnés 
et  tangentes  à  une  droite  menée  par  l'un  de  ces  points. 

(E.G.). 

L'équation  générale  d'une  cubique  contenant  neuf 
paramètres  variables,  si  Ton  exprime  que  la  cubique 
passe  par  huit  points  donnés,  on  aura  huit  relations  qui 
détermineront  huit  des  paramètres  en  fonction  du  neu- 
vième au  premier  degré.  L'équation  générale  de  la  cu- 
bique ne  contiendra  donc  finalement  qu'un  seul  para- 
mètre variable  au  premier  degré. 

Si  maintenant  on  rapporte  la  cubique  à  des  axes, 
dont  la  droite  donnée  est  Taxe  des  a:,  et  l'origine  le 
point  donné  sur  cette  droite,  pour  j^=  o  on  a  d'abord 
X  =  o,  puis  deux  autres  racines  données  par  une  équa- 
tion du  second  degré  en  Ibnclion  du  paramètre  variable 
qui  y  entre  au  premier  degré. 

On  exprimera  que  la  cubique  est  tangente  a  l'axe 
des  X  en  écrivant  que  cette  équation  du  second  degré 
en  or  a  ses  deux  racines  égales,  ce  qui  donne,  en  général, 
une  équation  du  second  degré  pour  déterminer  le  para- 
mètre variable,  ou  en  exprimant  que  x  =  o  est  racine  de- 
cette  équation,  ce  qui  donne  une  équation  du  premiei 
degré  pour  déterminer  le  même  paramètre.  Donc,   en 
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général,  il  y  a  trois  valeurs  poar  ce  paramètre,  et  par 
suite  trois  cubiques  satisfaisant  aux  conditions  données. 

A'ote.  —  M.  Dcwuif  fait  remar()uor  que  le  lliéorènic  peut  être  gcnr- 
ralisc  ainsi  : 

D(iiix  un  faisceau  de  courbes  de  l'ordre  //,  //  y  a,  en  général. 
2{n—  I  —  <J)  courbes  tangentes  à  une  droite  r/ui  passe  par  i  points 
de  la  b€ise  du  faisceau,  en  des  points  autres  que  ces  $  points. 

On  peut  énoncer  un  théorème  analogue  où  la  droite  quelconque  est 
remplacée  par  une  courbe  de  l'ordre  m. 
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LET.  I11-8**.  — Clermoni,  Mont-Louis;  1879. 

Conférences  de  Géométrie  supérieure  ;  par  L.  Sal- 
TEL.  Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences 
de  Bordeaux,  t.  IV,  a*  série. 

Mémoire  sur  les  équatioru  simultanées  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à  une  seule  fonction 
inconnue i  par  H.  Laurent.  Extrait  du  Journal  de 
Jtesal,  l.  V^  1879. 

Sur  la  cinématique  du  plan;  par  A.  Laisamt.  Extrait 
des  Mémoires  de  l'Association  française  pour  l'avan- 
cement des  sciences;  1878. 

Mémoire  sur    les   courbes   et    surfaces  anallagma- 


(   '9ï    » 
tiques^  par  Picquet.  Extrait  des    Mémoires  de  V As^ 
sociaiion  française  pour   V avancement  des  sciences; 
1878. 

Sur  le  mouvement  d'un  corps  (fui  se  déplace  et  se 
déforme  en  restant  homothétique  à  lui-même;  par  G. 
FouRET.  Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXVIII;  1879. 

Sur  les  surfaces  de  vis;  par  G.  Foubet.  Extrait  des 
Mémoires  de  i Association  française  pour  l'av^ance- 
m  eu  t  des  sciences  ;  1 8  78 . 

Considérations  sur  queLfues formules  intégrales  dont 
les  valeurs  peuvent  être  exprimées  en  certains  cas  par 
la  quadrature  du  cercle.  Mémoire  de  Léomàiid  Euler, 
publié,  conformément  au  manuscrit  autographe,  parCe. 
Hemuy.  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques,  2*  série,  t.  W \  j88o. 

Sur  une  valeur  approchée  de  ^2  et  sur  deux  approxi- 
mations de  y/ 3:  par  Ch.  Henry.  Extrait  du  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  2®  série,  t.  111;  1879. 

Sur  divers  points  de  la  théorie  des  nombres. 
Remarques  historiques  par  Ch.  Hehuy.  Extrait  des 
Mémoires  de  V  Association  française  pour  V avance- 
ment  des  sciences;  1880. 

Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  Fermât,  sui- 
vies de  fragments  inédits  de  Bachet  et  de  Malebranche; 
parCu.  Hewhy.  Extrait  du  Bulleltino  di  hibliografia  e 
di  storia  délie  Scienze  matematiche  e  fisiche,  t.  XII; 

'879- 

Sur  les  développements  en  séries  des  fonctions  dou- 
blement périodiques  de  troisième  espèce;  par  Ch.  Bieh- 
LER.  In-4".  —Paris,  Gauthier- Villars^  1879. 

Sur  la  théorie  des  équations;  par  Ch.  Biehler. 
I11-4**.  —  Paris,  Gauthier-Villars;  1879. 

Intégration  des  équations  différentielles  auxquelles 


(  M)-'-  ) 
conduit  l'étude  des  phénomènes  d'induction  dans  les 
circuits  dérivés;  par  Marcel  Rrillouim.  In-4".  —  Paris, 
(iauthier-Villarsj  1880. 

Sur  la  quadrature  des  paraboles  du  troisiètne  degré; 
par  le  général  PAnifENTiER.  Extrait  des  Mémoires  de 
l' Association  française  pour  l'avancement  des  sciences: 

'879. 

Sur  l'équation  différentielle  linéaire  du  second 
ordre;  par  G.  IIumbeut.  Extrait  du  Joiunal  de  V Ecole 
Polytechnique,  XLMII®  Cahier^  1880. 

5m/'  la  résolution  en  nombres  entiers  ou  complexes 
de  l'équation  U"  di  V"  ==  S"  -f-  VV«  ;  par  M.  A.  Desboves. 
Extrait  des  Mémoires  de  V Association  française  pour 
l'ai^ancement  des  sciences;  1880, 


QUESTIONS. 


1362.  On  donne,  sur  un  plan  :  un  point  o,  une  cir- 
conférence, les  extrémités  a,  b  d'un  diamètre  de  cette 
courbe  et  un  autre  diamètre  D.  On  demande  de  déter- 
miner, sur  la  circonférence,  un  point  m  tel  que  les 
droites  ma,  mb  interceptent,  sur  D,  un  segment  vu,  du 
point  o,  sous  un  angle  droit.  (Mannheim.) 

1363.  On  donne  une  ellipse:  on  prend  le  triangle ac/> 
formé  par  les  deux  tangentes  ca,  cb  à  cette  courbe  et 
le  corde  de  contact  ab,  et  Ton  détermine  un  point  m 
d'où  Ton  voie,  sous  des  angles  droits,  les  côtés  du 
triangle  abc.  Quelle  est  la  surface  lieu  des  points  tels 
que  m^  lorsque  Ton  prend  tous  les  triangles  analogues 
!i  acb?  (Mannhetm.) 
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REMARQUES  SUR  LE  THÊORÈnE  DE  ST^IRN; 

Par  m.  CANDÈZE, 

Élève  de  rKroIe  Polytechnique. 


Considérons  une  équation  entière  et  formons  pour 
celte  équation  les  fonctions  de  Sturm,  que  nous  désî- 


gnerons  par 
On  aura 

(3) 

V 

,v., 

•  •  •  1    '  «• 

V  .--v.g,-\v 
v,^v,g,-v„ 

(«-•) 

l)=^'!n-l)Q(n-I)" 

Nous  supposerons  que  V„  est  une  constante,  c'est-à-dire 
que  V  et  Vj  sont  premiers  entre  eux. 

Remarquons  que,  lorsque  V  =  o,  V|Q,  =¥2,  c'est- 
à-dire  que  QiVj  a  le  signe  de  \|.  Le  polynôme  Q|V, 
jouit  donc,  relativement  au  polynôme  V^,  des  pro- 
priétés de  V,  sur  lesquelles  est  fondé  le  théorème  de 
RoUe,  c'est-à-dire  qu'entre  deux  racines  réelles  de  V  se 
trouve  au  moins  une  racine  de  V^Q, ,  Cette  remarque,  en 
particulier,  nous  donne  un  moyen  de  séparer  les  racines 
d*une  équation  du  troisième  degré  par  des  nombres  com- 
mensurables .  En  effet,  Q,  et  V2  sont  tous  les  deux  du 
premier  degré,  et  leurs  racines  séparent  les  trois  racines 
du  polynôme  considéré  (si  le  polynôme  a  ses  trois  ra- 
cines réelles). 

Cela  posé,  supposons  que  V=opour  une  certaine 
valeur  de  a:  ;  on  a 

Ànn.de  Mathémat,,  u*  série,  t.  XX.  (Mai  1K81.;  l3 


(  M)1  ) 

Portons  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  Vj  ;  on 
aura 

{^')  V,(I-Q^Q.):^-V3, 

ce  qui  nous  montre  que  V3(QiQ2 —  0  jouit  encore  des 
mêmes  propriétés  que  Vj . 

Tirons  Va  de  (a'),  et  portons  sa  valeur,  ainsi  que  celle 
de  V2,  dans  Téquation  (3)5  elle  deviendra 

(3')  V,Q,^V,(Q,Q,-f)Q3-V,, 

c'est-à-dire 

Vt[(QiQ,-i)Q3-Q,]  =  V,. 

Nous  continuerons  de  même  jusqu'à  la  dernière  équa- 
tion. 

Or  remarquons  que  les  facteurs  successifs  de  Vj 
dans  les  diverses  équations  que  nous  obtenons  ainsi  ne 
sont  autres  que  les  numérateurs  des  réduites  successives 
de  la  fraction  continue 

Q. ^ 


On  le  vérifle  facilement  pour  les  premières  réduites, 
et  Ton  en  déduit  sans  peine  la  loi  générale. 

Je  dis  que  les  numérateurs  de  ces  réduites  jouissent 
des  mêmes  propriétés  que  les  fonctions  de  Sturm. 

1**  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'an- 
nuler en  même  temps,  car  pour  cela  deux  fonctions  con- 
sécutives de  Sturm  devraient  s'annuler. 

2**  Lorsqu'une  fonction  s'annule,  les  deux  fonctions 
qui  la  comprennent  sont  de  signes  contraires. 

En  eflet,  les  numérateurs  de  trois  réduites  consécu- 
tives de  la  fraction  continue  sont,  comme  on  le  verrait 


L 
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facilement,  liés  par  la  relation 

l^(r-l)  =^  ^rQr —  P(r-»-i)« 

3**  Considérons  d*abord  la  fraction  continue  comme 
ayant  pour  dernier  quotient  Q«.i.  Si  Ton  désigne  par 
P(ii~i)  le  numérateur  de  la  réduite  correspondante,  on  a 

lorsque  V  =  o. 

Va  est  positif  ou  négatif.  S'il  est  positif,  la  suite 

V,   P(/,-i),  P(rt_j),   . .  .*s  Pj,  Pi,  I, 

Pi  n'étant  autre  que  Qi,  Pj  que  Q«  Q2 —  >  ^  •  •  •  ?  jouit 
des  mêmes  propriétés  que  la  suite  de  Sturm,  puisque  le 
dernier  terme  est  une  constante  et  queP(„_i)  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  V| . 

Si  \fi  est  négatif,  ce  sera  la  suite 

V,   —  P(«_,),   —  P(„_,),    ...,   —  P,,   —  f 

qu'il  faudra  conserver. 

Dès  lors,  il  suffira  de  substituer  x  dans  Qi ,  Qa,  . . .  et 
de  former  les  réduites  successives,  ou,  pour  mieux  dire, 
leurs  numérateurs.  On  pourra  se  dispenser,  d'ailleurs, 
de  substituer  directement  dans  V  la  valeur  de  x.  En 
effet,  remarquons  que 

V 


V. 

--^'-Q.- 

r 

^  w--t 

Y 

Alors  ;^  sera  la  dernière  réduite  de  cette  fraction  con- 

tinue;  V  sera  donc,  au  signe  près,  identiquement  égal 
au  numérateur.  On  déterminera  ce  signe  une  fois  pour 
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toutes,  et  Ton  aura  alors  une  suite  dans  laquelle  les 
substitutions  seront  plus  aisées  que  dans  les  fonctions  de 
Slurm. 

Qm  Qsî  •  •  •  sont  des  fonctions  dont  les  coefficients  ne 
isont  pas  en  général  entiers,  ceux  de  V  étant  supposés 
entiers;  dans  les  opérations  successives  que  Ton  fait, 
on  rend  les  coefficients  entiers  en  multipliant  par  dés 
nombres  convenables  et  toujours  affectés  du  signe  -h. 

On  devra  alors  modifier  la  fraction  continue. 

Supposons  que  Ton  ait  multiplié  la  première  identité 
V  =  V,Q,  — V.para; 

«V=aV,Q,-aV,^V,Q;-V;. 

Continuons  l'opération  : 

v,  =  v;q,-vv 

Supposons  qu'il  faille  multiplier  encore  par  p  : 

On  a 

—  —O' IL  —  O' L-  —  o'  —         ^ 

V'  v  ^  »       v  ' 

*  *  1a 

v. 

On  continuerait  ainsi,  et  Ton  voit  que  Ton  obtient  une 
fraction  continue  où  toutes  les  fonctions  auront  leurs 
coefficients  entiers  et  dont  les  réduites  jouiront  encore 
des  propriétés  démontrées  plus  baut. 

Nous  donnons  ci-dessous  un  calcul  des  fonctions  pour 

l'équation 

œ^  —  ^x^  -\-i\x  —  6  =  0; 
on  a 

3.r»— i8.r«-4-33^  — iS  9. 


6x  —  0 
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SUR  LA  GOmSTMICTIO^  DE  LA  NORMALE  DAKS  UN  CERTAIN 
MODE  DE  GÉNÉRATION  DES  COURBES  PLANES; 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 
Élève  de  lÉcolc  Polytechnique. 


Considérons  dans  un  plan  deux  courbes  Gxes(;7)  et 
(/?i).  Soient  mp  une  normale  à  la  courbe  (/?),  mpi  une 
normale  à  la  courbe  (/?i),  m  leur  point  de  rencontre;  si 
nous  posons  mp  •=.  p,  mp^  =  Pd  le  lieu  (/w)  du  point  m 
sera  défini  par  une  relation  de  la  forme  F(p,  pi)  =  o. 

Proposons-nous  de  construire  la  normale  en  un  point 
m  de  la  courbe  {m). 

Soient  a  et  ai  les  points  où  cette  normale  est  coupée 
par  les  normales  aux  enveloppes  des  droites  mp  et  mp^ , 
c'est-à-dire  par  les  perpendiculaires  aux  droites  mp  et- 


//i^i,  aux  points  e  et  ej ,  centres  de  courbure  des  courbes 
{p)  et  (/>!  )  respectivement  relatifs  aux  points  p  alp^. 

Pour  un  déplacement  inûuimcnt  petit  du  point  m, 
•on  a,  d'après  un  principe  connu  de  Géométrie  cinéma- 
tique (*),  en  appelant  rfÔ  et  rf9i  les  angles  de  contingence 


(•)  Mais^hkim,  Cours  de  Géométrie  descriptive f  p.  6o3. 
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respectifs  des  enveloppes  nip  et  m/^i, 

d'où 

(  O  -r-  = sr- 

Maïs,  le  déplacement  infiniment  petit  du  point  m  étant 
représenté  par  ^ (m),. on  sait  que  ('  ) 

d{m)  zzzmoL.d^, 
et  de  même 

d{m)  =  /na|.t/6i, 
d'où  il  résulte  que 

€/6  ma, 

La  relation  (  i  )  devient  donc 

dp  ea.ma, 


ou 

^    ,  ^p        sino) 

(a)  '^  —  - 

ap,       siiio). 

Or   on  a,    par   différentiation    de   l'équation   de  la 
courbe , 

f;4-+-f;,€/p,  =  o, 

d'où 

et,  par  comparaison  avec  la  relation  (  .>.  ) , 
sinw  FJ, 


sm  ù>,  r  p 

De  là  la  règle  suivante  : 
On  porte  respectivement  sur  mp  et  sur  mp\  des  Ion- 

{ *  )  Même  Ouvrage,  iiièinc  page. 
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gueurs  proportionnelles  à  F^  et  F'^^  ;  sur  les  droites  ainsi 
obtenues  on  construit  un  parallélogramme  :  la  diago- 
nale de  ce  parallélogramme  passant  par  le  point  m  est 
la  normale  cherchée. 

II  y  a  lieu  de  [faire  la  distinction  suivante  :  en 
supposant  Tune  des  longueurs  ci-dessus  désignées  con- 
stamment portée  dans  le  sens  de  m  vers  p^  il  faudra  por- 
ter l'autre  dans  le  sens  de  m  vers  pt  ou  en  sens  contraire, 

suivant  que  le  rapport-; sera  négatif  ou  positif,  parce 

que,  dans  un  cas,  les  angles  oj  et  (i>|  doivent  être  comptés 
en  sens  inverses,  et,  dans  l'autre,  dans  le  même  sens. 

Comme  cas  particuliers  de  ce  théorème  général,  on  a 
les  théorèmes  de  Joachimsthal,  proposés  par  M.  Frenet 
dans  son  Recueil  d' Exercices  sur  le  Calcul  infinité- 
simal, p.  33. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  dont  l'équation  en 
coordonnées  bipolaires  est  la  même  que  l'équation  de 
la  courbe  (m)  rapportée  aux  courbes  {p)  et  [p^  )  sera 
tangente  à  celle-ci  au  point  m,  si  Von  prend  pour  pôles 
les  points  p  et  p^  correspondant  à  ce  point  m. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède.  Supposons 
qu'on  prenne  pour  courbes  fixes  un  point  et  un  cercle, 
et  pour  équation 

p  — Kp,=::iO, 

K  étant  une  constante.  La  r.ourbe  ainsi  définie  est  un 
ovale  de  Descartes  (  '  )^  comme,  dans  ce  cas,  on  a 


et  par  suite 


F;:=:I,       F,=-K, 


^-— -?i  —  K. 


sincu,  Fp 

(•)  Nouvelles  Anna/es,  ».*  si-ric,  t.  \I\,  p.  \.i>>. 
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uu  voit  facileineut  qu(;lle  est  la  couslrucllou  de  la  nor~ 
Qiale  par  application  de  la  règle  générale. 

Appelant  p  le  point  tixe,  /;<  un  point  de  la  circonfé- 
rence Gxe,  m  le  point  correspondant  de  l'ovale,  on  voit, 
d'après  la  remarque  faite  plus  haut,  que  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  la  distance  des  points  conjugues  harmo- 
niques qui  di%fisent  le  segment  pp^  dans  le  rapport  K 
est  tangent  à  l'oi^ale  considéré  au  point  m. 

Je  terminerai  celte  Note  par  quelques  théorèmes  sur 
la  lemniscate  qui  résultent  des  principes  précédents. 

L'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  bipolaires 
est 

??i  -  ^ 


Par  suite, 
et 


K  —  9^^     K  —  \ 


d'où  l'on  conclut  facilement  que  : 

La  normale  en  un  point  d'une  lemniscate  est  sjmé^ 
trique  de  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centime  de  la 
courbe  par  î'apport  à  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  du  même  point. 

Il  est,  de  plus,  aisé  de  démontrer  que,  dans  le  triangle 
rectangle,  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  sommet 
de  l'angle  droit  sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissec- 
trice intérieure  issue  du  même  sommet. 

On  arrive  sans  difficulté,  par  la  combinaison  de  cette 
proposition  avec  le  théorème  précédent,  au  nouveau 
théorème  que  voici  : 

Les  points  d'une  lemniscate  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  foyers  sont  sur  une  circonférence  con- 
centrique à  cette  courbe  et  passant  par  les  foyers. 
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KEMARQUi:  SUR  LE  GEKTRE  DE  COMPOSITION  D'UN  SYSTÈME 
DE  f ORGES  QUELGONQDES  DANS  LE  PLAN^ 

Par  m.  Maubice  D'OGAGNE. 


Comme  complément  à  ma  Note  Sur*  la  composition 
des  forces  dans  le  plan  (*),  je  ferai  remarquer  que  le 
moyen  le  plus  simple  de  déterminer  le  centre  de  com- 
position est  le  suivant. 

On  construit  un  polygone  funiculaire  quelconque 
ayant  ses  sommets  respectivement  sur  les  diverses  forces 
données.  La  ligne  d'action  de  la  résultante  du  système 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  extrêmes  de  ce 
polygone  funiculaire  et  est  parallèle  à  la  somme  géomé- 
trique des  forces  considérées. 

On  fait  tourner  toutes  les  forces  du  système  du  même 
angle  autour  de  leurs  points  d'application.  On  construit, 
comme  précédemment,  la  nouvelle  ligne  d'action.  Le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  lignes  d'action  est  le 
centre  de  composition  cherché. 


QUESTIONS  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE  PROPOSÉES 
.    PAR  M.  EDOUARD  LUGAS^ 

(Toira'sérle,  t.  XIV,  p.  S2C); 

Par  m.   MOKET-BLANG. 


i.  Si  [x^y^z)  représente  une  solution  en  nombres 
entiers  de  V équation  indéterminée 

(1)  Aa7'-t-Bv'H-C^'4-3Dcr7^  =  o, 

(•)  .\ouvelles  Annales,  9^  série,  l.  Xl\,  p.  ii5  (mars  1880). 
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on  obtient  une  nouvelle  solution  à  l'aide  des  équations 

X       Y       Z 

1 h  -  =  o, 

X        Y       ^ 

AXx«  H-  B  Y/'  -+-  GZ5«  —  o. 
De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 

X  __  Y  _  Z  _ 

h  étant  an  nombre  quelconque. 

.    En  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  déduites  de  ces 

relations  dans  Téquation 

AX'H-  BY»4-  CZ»-4-  3D  XYZ  -^  o, 

on  obtient  Téquation 

Aa:'(G^»— Br')'-hB.v»(A^'— G:;»)'-hC5»(B.r'— A.r')' 

+  3bxv^(C;;'— Br^)(A;r'— C;;')(B/*— A^»)=^o, 

qui  doit  être  satisfaite  en  vertu  de  l'équation  (i). 

En  effet,  si  Ton  élimine  D  entre  ces  deux  équations, 
on  obtient  Tidcntité 

(Aa?«-f-  By«4-C5«—  BCj'^'— AG.r'5'—  ABx\r') 

x[Aa?»*(G;;'— B7')  +  B7»(A^'— G5=»)H-G-3»(B/»— A:r')]-o, 

car  le  dernier  facteur  est  identiquement  nul. 

2.  Si  (x^y^  s),  [x\^y^^  Zx)  désignent  deux  solutions 
distinctes  de  l'équation  précédente,  on  obtient  une 
noui^elle  solution  à  l'aide  des  équations 

XYZ 

X     y     z      ~o, 
^\     J'x     ^\ 
KHxxi  -1-  B  Yrvi  -h  CZ55,  n-  o. 


--A. 
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De  ces  deux  dernières  équations,  on  tire 
X 

Y 

Z 

Si  entre  les  équations 

Aa:'-f-  Br*  -H  Cz^  -+-  SD^r^nz  G, 

AX'-t-BY'H-CZ'H-SDXYZrrrO, 

Ax\  -f-  B/î  4-  Cz\  ~h  3Dx,7,5,  =  G, 

on  élimine  D,  on  a  les  deux  équations 

k(x*XiYiZi  —  jr]jryz)  h- Bo-'.r,  Vi^i— rj^j^) 

-h  C(:î»x,  n^i  —  5?^/^)  =  G, 

A(x»XYZ  —  X^xyz)  4-  B(7'XYZ  —  Y^jcyz) 

-^C{z^XYZ—7Jjryz)  =  o. 

Si  l'on  élimine  un  des  coefficients  entre  ces  deux 
dernières  équations,  après  avoir  remplacé  dans  la  der- 
nière X,  Y,  Z  par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  on 
obtient  une  identité  ^  donc  Téquation 

AX»4-  BY»4-  CZ'-i-  3D  XYZ  =1  o 

est  une  conséquence  des  autres. 

8.  L'équation  biquadratlqiie  x*  —  5j^*  =  i  a  pour 
solution  en  nombres  entiers  a:  =  3,  ^'  =  2,  et  n'en  a 
pas  d'autre. 

Il  est  évident  que  j^  doit  èlre  pair  et  x  impair. 

Je  rappellerai  d'abord  que  tout  carré  impair  est  égal  à 
huit  fois  un  nombre  triangulaire  plus  i .  Dans  ce  qui  suit^ 
la  lettre  t  désignera  toujours  im  nombre  triangulaire. 
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Cela  posé,  réqualîon  peut  s'écrire 

Les  deux  facteurs  x^ h-  i  et  a:^  —  i  ayant  pour  plus 
grand  commun  diviseur  2,  et  jr^H-  i  étant  de  la  forme 
8/71 4- 2,  il  faut  que  le  premier  soit  le  décuple  ou  le 
double  d'un  carré  impair,  et  le  second  le  double  ou  le 
décuple  d'un  carré  pair. 

i"  Soient 

x^-hiz=ziou*=iio(St'^i)=iSot  -h  10, 

d'où 

a:*=  80^  H- 9  11=  4«.i6^'4- 2.4''-h  I. 

La  comparaison  de  ces  valeurs  montre  que  l'on  doit 
avoir  w  =  i ,  d'où 

a:«  =  80^  -h  9  =  64^'  4-  9. 

x^ — I  est  un  multiple  de  8  par  un  nombre  impair; 
les  deux  facteurs  x-j-i  et  x  —  i  seront  4onc  l'un  le 
double,  l'autre  le  quadruple  d'un  carré  impair.  Soient 

J? -h  1  =  4(8r-h  l)  t=:32^''-^  4, 

;r  —  I  =  2 ( 8r-h  i)  =  i6^'^'-4-  2, 
d'où 

Il  faut  qu'on  ait  2f"=  t'",  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu, 
comme  je  l'ai  démontré  (question  1180),  qu'en  faisant 
i"=  o,  t"'=  o,  d'où  X  =-  if  7  =  2,  solution  admissible 
avec  «  =  o,  t'=  o;  ou  bien  f"=  3, 1'"=  6,  d'où  x  =  99, 
ce  qui  donne  pour  t!  une  valeur  fractionnaire  :  cette 
solution  est  donc  inadmissible. 

Si  l'on  posait 

a?-|-  I  — 2(8^l4-l)  =:  16^,4-2, 

a?  —  I  rri  4(8/j -f- i)  =1 32  ^j -h  4, 
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il  en  résulterait 

ar  ^=:  l6 ^1 -h  I  :^  32  ^2 -4-  5, 

valeurs  incompatibles. 
0?  Posons  maintenant 

j?'— i  =  io.4«(8/'-+-i). 
De  la  première  équation,  on  tire 

ce  qui  exige  que  t''=  2f,  et,  par  suite,  ^  =  o,  £'';=o, 
X  =  1 ,  j^  =  o,  solution  admissible;  ou  bien  t  =  3,  «"=  6, 
ce  qui  donne  x'^  =  49^  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
seconde  équation. 

Les  seules  solutions  en  nombres  entiers  positifs  sont 

donc 

x=:i,     y:=^o     et     jr  =  3,  *y=:2. 

4.  La   différence  de  deux   cubes  consécutifs  n'est 
jamais  égale  à  un  bicarré. 

De  Téquation 

3x^-h  3j:  -h  I  =:x;* 
on  tire 


3dtv'3('*;;*-0 
a:  = g 

H  faudrait  donc  que  4^* —  "  fût  le  triple  d'un  carré, 
et  l'on  aurait,  en  remarquant  que  z^  est  de  la  forme 
3m-f-i, 

25'H-I  =  3tt«rr:  3(8^  4- 0  =  24^-^3, 

d'où 

5*  =  1 2  ^  4-1  =:  4  ^'  -+-  I  =  8  i'  -M  , 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 

t'^Oy  t'—O,  t—0. 
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doù 

z—î,     jr  —  o; 

(f=6^  f"=  3  donnerait  ^  =  2,  inadmissible,  puisque  2 
n'est  pas  un  nombre  triangulaire. 

Donc  la  différence  des  cubes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  n'est  jamais  un  bicarré^  à  moins  que  l'un 
d'eux  ne  soit  o. 

5.  Trouver  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers 
des  deux  progressions  aritJimé tiques 

=  a:».3v*.5^'.7i/*. 
On  a  pour  la  première 

:i67.*.2X97*.3x57*.4xi3», 
de  raison  907 1 ,  ef  pour  la  seconde 

=  607*.  3  X  3o3».  5  X 191*.  7  X 1 1 3», 
de  raison  98  022. 

Il  suiBt  de  cherclier  les  solutions  en  nombres  pre- 
miers entre  eux,  car  si  Ton  multiplie  x^  y  y  z^  u  par  un 
même  nombre  m,  la  raison  sera  multipliée  par  m^. 

On  reconnaît  immédiatement  que  les  quatre  carrés 
doivent  être  à  la  fois  pairs  ou  impairs,  pour  que  la  raison 
soit  de  même  forme  relativement  au  diviseur  8,  et, 
comme  on  veut  des  nombres  premiers  entre  eux,  ils  doi- 
vent être  impairs. 

1"  On  doit  avoir 

;rî-^-3^»  — 4v», 

et,  comme  x  et  z  doivent  être  premiers  entre  eux,  chaque 
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faclear  doît  èti'C  un  carré.  Soit  donc 

jc  -\'  z\—  3  =  {p  -+-  <7  v^—^)'» 
d*oii 

X  —  ^ y— •  «^  =  (/^  ""  7  S  —  ^)*' 
et 

On  en  tire 

x—p^—  3^*, 

v=/;*-+-37«. 

Comme  les  nombres  x^y^  z  doivent  être  impairs,  on 
pent  poser 

OU 

m»— 3/1*  m*-!-3/i« 

J-m ,       V  =  -. ,       z -=111111. 

2  •  4 

On  peut  encore  poser 


p^--m^\,     7  =  «y^. 


d*on 

3  m*— /i'               3m*-f-/i* 
X  = »     r  == ? »     z  rz:  m/i  ; 

mais,  comme  le  signe  de  x  est  arbitraire,  les  nouvelles 
formules  rentrent  dans  les  premières. 
On  a  ensuite 

-    ,      ^  ,  ,      84  m*  w* — a  m* — i8w^ 

4//*=i65*—  2  V*==  -^^ 75 

10 

Il  faut  donc  que  84  i^i^  n^  —  a  m  •  —  1 8  /i*  soit  un  carré 
parfait,  ou,  en  posant  ~  =  ^^,  84  ^^  —  21^*  —  1 8  doit  être 
un  carré  rationnel. 


(  ao8  ) 

Soient  h  une  solution,  h^  le  résultat  de  sa  substitution 
dans  le  trinôme  ^  posons  (^  =  /i  -f-  /•  ; 

84^,1—  2 i^^—  i8 1^  X*-+-(i68A  —  %h^)r 

-\-  (84  —  7 /**)/•*—  8/ï/-»—  9.r'*=t*. 

Or  l'équation  84^* —  '^v*  —  i8  =  ^-  est  satisfaite  par 
^=1,^  =  8,  d'où  771  =  1 ,  «  =  I ,  a:  =j  =  2  =  «I  =  1 . 
Faisons  A  =  i ,  A=  8,  et  posons 

64  -h  i6or -H  72 7*  —  87»  — ,2 7-* 

t=z(8  4-a7-  +  i;)* 

z=z 64  H- i6fT7-  -i-  (a^-h  i6^)7»H-  3rti;/»-H  b'-rK 
Identifiant  les  premiers  termes,  on  a 

n 

a^=^iOj     b  =1 —  7) 
4 
d'où 

16  19  5 

j?  1=167,     >'=::97,     -  =  57,     7/ =  13. 
Faisons  maintenant  h  =  -—y  d'où  A"  =  —  >  et  posons 

/204Y___  26144  ,._  3576  ^,_  £52  ^.,_  ^^.^ 

\  9  /  27  9  3 

^(l^^ar^br^y 

/io4\*     208         /  •     208  ,\   -         ,  ,     ,,  . 

~  (  — ^  )  H ar-H  (a*  H b)  r*-f-  2fl/>7'4-  ^*/'*. 

En  identifiant  les  premiers  termes,  on  a 

i634        ,  818575     • 

3xi3  4xi3' 


(  '^'^'9  ) 
puis 

_      3o7.78iXï3«xi6 
~"  919.368297 

19       307781  X  i3*  X16 4990426057 

~"  3  919368297        ""  919368297  ' 

m  =  4990426057,     71  =  919368297, 

j:=ii  184  319016899  263  3i  I, 

y  r=  6  860  016  606  742  65 1  969, 

5=  4  588  039  5o5  328514929, 

u=z  2  836  4i4  255  938  331  991  L  z=:g/^i^4-ar+^rAl . 

Partant  de  ces  valeurs,  on  en  trouvera  d'autres  par  la 
même  méthode,  et  ainsi  de  suite;  mais  les  nombres 
croissent  rapidement  et  les  calculs  deviennent  très 
longs. 

2**  Considérons  la  progression  Ix^.ij^.Sz^.yu^. 

On  a 

a:» -h  5  5' =  67* 

ou 

6j»— 55*  =  .r«, 

qu'on  peut  écrire 

(6j  —  55)*~  3o(j  —  5)*  =  ar* 
ou 

[6r-5x;  +  (j~5)v/33][6j-55-(7-^)v/33]  =  ^«. 

Les  deux  facteurs  devant  être  premiers  entre  eux,  et 
par  conséquent  carrés,  posons 

d'où 

et 

(6j-5^)«--3o(r-~5)»  =  (/>»~3o7'y. 

Ann.de  Mathémat,,  a«  iiÂrie,  t.  XX. (Mai  1881.)  l4 


(  '-*!*-»  ) 

De  la  première  équation  l'on  lire 

6r  — 5^3=/>*-+-3o<7V    j  — 2=:2/>ç, 
d'où 

I    z^p^-^^oq^  —  i'^pq- 

11  n'est  pas  nécessaire  que  p  eX,  q  soient  entiers  pour 
que  x^y  et  z  le  soient.  On  peut  poser 


d'où 

ou 
d'où 


r-  ' 

p—m\!'^,     9  —  ^y-^' 

r  —  2  m*  4-  1 5  /i*  —  lomn 
c  —  2  7w*  -f- 1 5  /i'  —  1 2  /7in  ; 

A 

p^ni\/3,     q  —  ni/y 


j  z=  3w*4-  ion'—  lomn, 
^  — 3m*-hio/i'— i2/n/î; 


ou 


d'où 


i3=mv^,     fJ—^Vl' 


j  —  5m' -H  6/i'—  lomn, 
5  — 5m'-h6n'— i2mn. 

On  pourrait  poser  encore 


(.M     ) 

mais  les  nouvelles  formules  rentrent  dans  les  premières, 
les  signes  de  x^y^  z  étant  arbitraires. 

Il  faut  maintenant  faire  entrer  ^a^  dans  la  progres- 
sion. On  a,  en  employant  les  formules  (i), 

71^*  — 105* —  3/* 

=1 7/?*  —  i8o/>'ç  -h  i56o/?*^* —  54oo/?<7'  -h  68007*, 

ou,  en  divisant  par  77*  et  posant  -  =  r, 

//*        .       180   ,       i56o  .      5/ioo 

—.^=.sr c'  H sp- V  H-  Qoo 

V*  7  7  7 

=  (r*-har-h3o)*.— ('*-}-2«r^-h(a*-h6o)i'*-i-6orti'-h90o, 

d'où  V  =  o,  en  faisant  a  =  —  ~  >  d'où 

7 

solution  évidente  a  priori. 
Posons  encore 

180   ,       i56o   ,      5400 

7  7  7 

=  (p*  -h  ar  -h  6)*i=  i^*  -i-  2  ai^*  -h  (a*  -h  2  ^)  r'  -h  2  abv  4-  // , 

d'où,  en  identifiant  les  premiers  termes, 

00        ,         I  ^1 1  o 
flr=:i —  '—^      ô  rr:  — 7 , 

7  19 

puis 

16  . 

r=:— ,    y?  — 16,     7  =  7, 

JT  1=121/4,       V  =:z  606,       5=3882,       M  1=  2*^6, 

OU,  en  divisant  par  ?., 

.r  =1 607 ,     V  =  3o3.     r:  -  -  1 9 1 ,     //  =  1 1 3. 


(  »''^  ) 

En  posant 

i8o   ,      i56o   ,      5400  /     •      .        -»  V. 

(;* ^»_i (»î 2 — (;H-900=:(ac'-+-  bv -{-  3o)* 

7  7  7 

et  identifiant  les  derniers  termes,  on  trouve 

/>=:io5,     ^  =  8, 

d'où 

^7  =  9105,    ^^  =  4^45,    ;5  =  2865,     «  =  1695, 

ou,  en  divisant  par  i5, 

ÛC^=:60J,     jz=3o3,     Z=z  igi,      l/  =  li3. 

Les  autres  formes  donnent  de  même  des  équimultipics 
des  nombres  607,  3o3,  191,  ii3. 

Mais,  au  moyen  de  cette  solution,  en  opérant  comme 
dans  la  progression  précédente,  on  en  trouvera  une 
deuxième,  celle-ci  en  fera  trouver  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment. 

6.  Trouver  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
la  somme  des  cinquièmes  puissances  des  x  premiers 
nombres  est  un  carré  parfait. 

En  appelant  S5  cette  somme,  on  a 

ç   _^'(^-hi)'[(2a:-+-i)'— 3] 

05  — 7 

24 


=[^^]'[ 


(2J--+-I)»  — 3" 


Pour  que  S5  soit  un  carré  parfait,  il  faut  et  il  suffit 

que  —^ — 7T soit  un  carré  parfait,  ce  qui  exige 

d'abord  que  ax  +  i  soit  un  multiple  de  3. 


(2.3) 

Posons  donc  2j:  -h  i  =  3m  ^  il  faut  qu'on  ait 

=i(^'      ou      3w' —  2P*=:i, 

2 

équation  qu'on  peut  écrire 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  ^6 
en  fraction  continue;  ce  sont 

3  a  — 2i'=:i,  5,  49»  485,  48oi,  47525,  47o449j  4656965,   .. 

V—U     =:0,  2,  20,  198,  i960,  190439  192060,  I9OII98,  .. 

d'où 

a=i,  9,  89,  881,  8721,  86329,  854569,  8459361,  .. 
(;=zi,  II,  109,  1079,  10681,  105371,  1046629,  io36o559,  .. 
j7=i,  i3,  i33,  i32i,  i3o8i,  129493,  1281853,  12689041,  .. 

Si  Ton  appelle  Xn  le  terme  général  de  cette  dernière 
suite,  on  a 

Xn=^  lOa:a-i—  ^n-f+-  4> 
Note.  —  Reste  à  résoudre  le  n®  7. 

SUR  UN  PROCÉDÉ  PARTICULIER  DE  DIVISION  R4PIDB; 

Par  m.  C.  HENRY. 


Si  l'on  divise  l'unité  par  9  et  par  une  suite  de  nombres 
se  terminant  par  9,  on  aperçoit  entre  les  différentes 
fractions  décimales  consécutives  une  suite  de  relations 
dont  la  loi  est  évidente  et  d'où  il  ressort  un  procédé 
de  division  rapide. 


(  =«'4  ) 

En  cffel, 

i=o,..u,..., 

=0,0526315789.  .  ., 

*7 

-i-=r  0,0344827586..., 
29 

— -  =  o,o2564io256. . . , 
•^9 

1 

-=0,OM.M..., 

,^=0,009,73..., 

t=  o,oo84o3 

"9 

:r=  o ,  oo5o^5 1 25628 1 4o7 . 

199 

—  =  0,00477.  •  •  ' 
209  ^^^ 


1 

rrz  0,001  I  I  I  .  .  .  , 

999 


Dans  le  cas  de  -9  chaque  nombre  décimal  exprime 
le  -  du  nombre  maixjué  par  le  cliiflVe  antérieur;  dans 
le  cas  de  —  j  le  -  du  nombre  marqué  par  le  chiffre  an- 
térieur \  dans  le  cas  de  —  >  le  ^  du  nombre  marqué  par 
Ir  chîHre  antérieur:  dans  le  cas  de  tt-j  le  ->  >  etc.:  dans 

39  4  ' 


(  '-'5  ) 

le  cas  de  — >  le  —  du  chiffre  antérieur:  daus  le  cas  de 
99         lo 

>  le  — :  dans  le  cas  de >  le  — :  etc.:  dans  le  cas 

109        II'  119         12'         ' 

de y  le  — :  dans  le  cas  de >   le  — :  etc.:  dans  le 

199         20  209  21  ' 

cas  de ?  le du  chiffre  précédent:  etc.,  etc. 

999        ^^^ 
Lorsque  la  fraction  exprimant  le  rapport  des  deux 

nombres  décimaux  consécutifs  du  quotient  a  pour  dé- 
nominateur un  multiple   de    10,  comme  dans  le    cas 

de  la  fraction  — j   dans  le  cas  de  la  fraction 

199  20  299 

ic-j  dans  le  cas  de  la  fraction ?  il    suffit  évi- 

3o  1999  200 

demment  de  diviser  par  -j  ^>   ...  des  tranches  de   2, 

2       o 

3,  . .  .  chiOi'es. 

Lorsque  le  dividende  est  plus  grand  que  le  diviseur, 
il  est  clair  qu'il  faut  calculer  d'abord  la  partie  entière 
du  quotient  et  le  premier  chilTre  décimal,  puis  appliquer 
à  ce  premier  nombre  la  fraction  convenable. 

Pour  la  raison  de  ce  procédé,  nous  renverrons  à  un 
Mémoire  de  Cauchy  intitulé  Sur  les  moyens  de  vérifier 
ou  de  simplifier  les  di\f erses  opérations  de  l' Arithmé- 
tique décimale  [Comptes  rendus  des  séances  de  V Aca-- 
demie  des  Sciences,  t.  XI,  p. 853^  1841).  Dans  ce  travail, 
Cauchy  fonde  une  règle  de  transformation  rapide  des 
fractions  ordinaires  en  périodiques  sur  la  remarque  sui- 
vante :  On  double  à  très  peu  près  le  nombre  des  chiffres 
décimaux  que  renferme  une  valeur  très  approchée  du 
ijuotient  fourni  par  une  dii^ision  arithmétique,  quand, 
pout  augmenter  le  degré  d'approximation,  l'on  ajoute 
à  cette  "Valeur  approchée  le  premier  terme  de  la  pro- 
gression arithmétique  qui  représente  le  quotient  déve- 
loppé sui\^ant  les  puissances  ascendantes  du  reste. 


(  ^'6  ) 

CONDITION  B  ÉQUILIBRE  D  UNE  MASSE  FLUIDE  HOMOGÈNE, 
AYANT  LA  FORME  D  UN  ELLIPSOÏDE  A  TROIS  AXES  INÉGAUX 
ET  ANIMÉE  D'UN  MOUVEMENT  UNIFORME  DE  ROTATION 
AUTOUR  DEL  UN  DE  CES  AXES; 

Par  m.  a.  PICART. 


Jacobi  a  reconnu  le  premier  qu'une  masse  fluide 
homogène,  douée  d'un  mouvement  uniforme  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  fixe  et  dont  les  molécules  s'at- 
tirent l'une  l'autre  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances,  peut  se  maintenir  d'elle-même  en  équilibre 
sous  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  Il 
suffit  que  les  trois  demi-axes  A,  B,  G  et  la  vitesse  angu- 
laire constante  io,  avec  laquelle  le  fluide  tourne  autour 
de  l'axe  Â,  satisfassent  aux  deux  équations  de  condi- 
tion 

dans  lesquelles  p  représente  la  densité  du  fluide  et  D 
l'expression 


v/('-^i)('^Ê-0('-^è)- 

M.  Liouville  a  démontré  ces  formules ,  dans  le 
XXITP  Cahier  dnJournal  de  l'Ecole  Polytechnique,  par 
une  méthode  analogue  à  celle  qu'avait  suivie  La  pi  ace 


(  2'-  ) 

pour  reconnaître  que  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion convient  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène. 

Je  suis  arrivé  au  même  résultat  par  une  voie  peut- 
être  plus  élémentaire  et  qui  a  l'avantage  de  mettre  en 
évidence,  sous  une  forme  très  nette,  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  pesanteur  sur  la  surface. 

Les  composantes  de  l'attraction  d'un^ellipsoïde  homo- 
gène à  trois  axes  inégaux  sur  un  point  de  sa  surface 
sont 

^=W^Â^   /    T î' 

^      ,         BC    r'  u^du 

Y  =  4«P7-rT   /    3 ^^1' 

^       ,         BC    /'**  ii^du 

.  ,  ,  .  ,    B«  C* 

À  et  [k  représentant  les  quantités  —  —  i,  -p  —  *• 

On  peut  écrire 

X=iMj:,     Y=iNj,     Yz=zPz, 
en  posant 

^,       ,       BC    r'  n^du 

M  =  4^P^T  /   ï r 

'  ^,       ,      BC    /^  //*^/< 

^==^"Pât/    » î^ 

Exprimons  la  condition  pour  que  l'attraction  soit  la 
résultante  de  deux  forces  dirigées,  l'une,  G,  suivant  la 
normale  à  la  surface,  l'autre,  H,  suivant  la  perpendîcu- 


(  «'8) 
laîre  abaissée  sur  Taxe  A  : 

(i)      Ma?rz:G- 


(3)       Pi^G -  -t-  H 


ou 

f3">  P-^/'^Ii, 

/'  étant  ia  distance  du  point  attiré  à  l'axe  À,  et  p  la 
distance  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangent  en  ce 
point;  d'où 
,    .  v       MA.'       „       MA' 

auquel  cas 

M\' 


(C-) 


".=  (-^-^)^- 


La  composante  normale  est  en  raison  inverse  de  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent. 

La  composante  perpendiculaire  à  Taxe  est  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  point  à  Taxe. 

11  résulte   de  là  que  si   une  masse  fluide   homogène 


(  '-"O  ) 
de  forme  ellipsoïdale  dont  les  axes  satisfont  à  la  rela- 
tion  (a)   tourne  autour   de   Taxe  A  avec  une  vitesse 

angulaire  o)  =  i/  N jr^ ,  elle  se  maintient  d'elle- 
même  en  équilibre,  puisque  la  composante  H  est  détruite 
par  la  force  centrifuge,  et  qu'il  ne  reste  que  la  compo- 
sante G,  normale  h  la  surface. 

La  formule  (i)  exprime  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  pesanteur  sur  la  surface  de  cet  ellipsoïde  : 

La  /pesanteur  en  chatjue  point  de  la  surface  est  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent 
en  ce  point. 

L'équation  de  condition  {a)  se  transforme  aisément 
dans  la  formule  suivante 


^     Jor{J  ■4-X««)«,(i  H-ix(/«)ï 

_  r' mVw 

En  remplarant  A  et  ;jl  par  leurs  valeurs  et  en  posant 

'• ^ =  3t,   on   obtient  finalement  Téqualion  de 

Jacobi,  savoir 


/ 


Hi 


7, 


/• eh. 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  co  est  donnée  par  la 


(    'V>.0  ) 

formule 

(d) 

Si  l'on  applique  au  second  membre  une  transformation 
analogue  k  celle  qu'on  a  fait  subir  à  l'équation  (a),  on 
obtient 

^t  —  airp(B«  — A»)       '»• ^ 

Ce  n*est  point  là  la  formule  donnée  par  Jacobi.  On  y 
arrive  aisément  en  éliminant  M  de  la  formule  (</),  au 
moyen  de  la  relation  (a). 
On  a  ainsi 

PC»  —  NB« 
C*  —  B* 

et,  en  transformant  le  second  membre  comme  précé- 
demment, on  obtient 

, 2itp      /**  adoL 

^^^i   ('-^ïp)0-^é)v/0-^ïi)0-^Hi)0-^ci 


RfiSOLDTION  DE  L'fiQU&TION  DO  TROISIÈME  DBGRfi; 

Par  m.  le  D'  Auguste  SCHOLTZ, 
A  Budapest. 


Déterminons  les  valeurs  de  la  deuxième  polaire  (éma- 
nant) de  la  forme  cubique 


(  •>•'-•  ) 

pour  le  pôle  j  j ,  j'2  et  pour  les  valeurs  du  rapport  Xi  l  x^, 
pour  lesquels  la  formel  se  réduit  à  zéro. 

Le  covariaut  quadratique  H  (hessien)  et  le  covariaiit 
cubique  Q  (jacobien  de  la  formel  et  du  hessien  H)  de 
la  forme  y  sont 

si 

Cq  =:  a J  «j  —  3  ûTq  a  j  ûTj  -h  2  a  J , 

C2  =  — (aoûtî^s  — 2ûtîa,-i-aiaJ), 
C3=i— -  (flo^J —  3a|ajaj4-  2aJ). 

Le  discriminant  de  la  forme^ est 

En  désignant  les  racines  négatives  de  l'équation 

H=o 
par  To  et  ;%,  ainsi  que 

*"■      2(ao«i  — «î) 

_  ^0^.1  —  ^1  ^î  —  V^ 
*~      a(aoa2— aj) 

on  aura  les  relations  suivantes  : 


(co  -h  «0  V^)/-i  —  Cl  H-  a,  v/Â, 
(co  -h  ûTo  V^)''î=  <^i  -^  «1  V^^> 
(  ^'o  -H  flTo  v'^I  )  r;  =  r,  -h  AT,  \/I, 


(0 


(  '^'.>.'l  ) 

et 

^0  —  «0  V^ï  '      =  ^0  —  «0  \^J 

{cq  —  «0  v/Â)ro=  c,  —  rt,  \,^iy 

(co  —  ao  \/^)rl—  c,  —  «3  v/^- 

Multiplions  les  deux  membres  des  équations  précé- 
dentes successivement  par xj,  3x^X2,  iJi^i  -c^,  xl  et  fai- 
sons les  sommes;  nous  obtiendrons 

{   (Co-aoV^)(^l-roX5)»r:r:Q~/v/Â. 

Nous  voyons  ainsi  que 

sont  des  cubes  complets  d'expressions  linéaires,  résultat 
qui  est  déjà  connu.  Notre  développement  nous  four- 
nissait aussi  les  expressions  linéaiixîs.  Des  équations  (i) 
on  lire 

(a)         /v/Â  —  jAÎ(x,  -+-  r,^,)'  —  l^î('^i  +  ^o^î)S 
où 

(^)  j  ,. __ 

et  où  Ton  prend  pour  toutes  les  deux  racines  cubiques 
les  valeurs  réelles. 

On  obtient  les  valeurs  du  rapport  Xi  :  X2j  pour  les- 
quelles la  forme  y  se  réduit  à  zéro  en  vertu  de  Téqiia- 
tion  (2)  (en  supposant  que  le  discriminant  A  est  diflé- 
rent  de  zéro),  de  la  relation  suivante 

(  4  )  lA,  (  .r ,  -f-  i\  .r 2  )  -  jv  jA^  (  .y j  _;..  r^  ^^  )  ^ 


(  11?.  ) 

où  e  =  ^\ —  I  -f-  \j — 3)  et  où  Ton  met  pour  v  suecessî- 
vement  les  valeurs  0,1,  a. 

De  l'équation  (2)  ou  tire,  pour  la  deuxième  polaire  de 
la  forme  y,  c'est-à-dire  pour 

^  ^  («0  vj  H-  îî«i.ri  V,  -h  «1  rj)^! 


la  valeur 


ou 


Pi/Âr= 


I^oC^r,  4-  /•o.r,)      |x;(  r,  -h  /-or,)* 


et  puisque,  selon  Téquation  (2), 

on  peut  aussi  écrire 
(6)     Pv^Â  — 


Parce  que 


ixoix,  =  \\{cl  -  tf ^A)  -=  -  {aoa^  —  «») 


et 


on  obtient  encore  les  équations  suivantes 


1^0(^1  4-  /"oO?,)       |Xo(  V,  -H  A-o  V,) 
lx,(x,-+-riJ7,)      iX|(r,-hr,/j) 

î^iC  r,  4-  r^  Vj)      îAt(.r,  4-  r,.rj) 


-— (•^i.r,  — ^,J,)V'A. 


(  'yM  ) 

Eu  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
tion par  e^lJ^i(j>^-f- /*ijr2)  et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  ^^^^^{y\  -H  r^y^)^  et  faisant  la  difFérence, 
on  peut  obtenir  la  diilërence  sous  la  forme 

(7)    \  e*v^(^,-4-ro;r,)      |x,|x,(7l^.ro70(7l-^-'•lrl) 

Le  premier  déterminant  du  côté  gaucbe  est,  selon  l'é- 
quation (6),  identique  à  Py/A.  Le  second  déterminant 
s'évanouit,  puisque,  en  vertu  de  l'équation  (5),  les  élé- 
ments de  la  première  colonne  sont  aussi  égaux.  Selon  les 
équations  (i)  et  (3),  on  a  encore 


si  Q'  et/*'  signifient  les  formes  Q  et^,  en  y  remplaçant 
les  arguments  ari,  x^  parj^i,  j^2î  c'est-à-dire  si 

/'=  «o7Î -H  3ûr,7*  r,  4-  3ûr,  r,  rj  -h  a,7JÎ, 
Q'—  t-'oJÎH-  3c,7Îj,-h  3cj7,  jî-f-  c,  vj. 

Ainsi  l'équation  (7)  revient  a 

l£n  y  substituant  des  valeurs  spéciales  convenablement 
choisies  du  pôle  J^i,  J'a,  on  obtient,  de  cette  équation, 
les  formes  connues  pour  la  résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré 

ûfo-a^J-H  Saj.rJ^,  -h  3aj.r,  j^j  h-  «3^:5  —  o. 


(  aaS  ) 


RÉSOLliTIO!«  DE  ^ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Pah  m.  F.  BRIOT, 
CapiMine  d'infanterie  de  manne,  à  Cherbourg. 


Etant  donnée  Téqualion  générale  du  quatrième  degré, 
on  peut  toujours,  par  une  transformation  facile  à  effec-i 
tuer,  la  ramener  k  la  forme 

(i)  ^*H- A.r«-h  Ba:-hC=:o, 

et  faire  dépendre  la  variable  de  trois  inconnues  auxi- 
liaires i^^jj  z,  en  posant 

ce  qui  donne 

et  successivement 

(<'*  -f-  /'  H-  -3'  -f-  2  f'J  -4-  2  (^-C  -t-  2  J^)* 
4-  A  (r*  4-  j'  -4-  5*  -h  2  i?/  -h  2  ('^  -4-  2j>'x;  )» 

-4- B(rH- r -f- 2)  4- C  r=  o, 

(pi  4- j«  _^  ;;«)«  -4-  4(^,1  4- jl-i-  x;î)((.j_H  r,-;  -f- j^) 

4- A(<'2  4-7'H-'S')-4-2A(i^j-H  vz-\-  yz) 

-H  B(r-i-74- «) -H  C  =r:0, 

H-  [2((^*-|- r'4-^*)  -h  A](2in'-h  2ÇZ  -4-  2J5) 

-i-  A(i<'*-hj«-i-x;«)-h(8(^/5-4-  B)(ç^-h74-5) 

-4-  4(  ^*  v'  -4-  i'*>C*  -f-  7*^*)  -4-  C  =1  o. 

En  établissant,  ce  qui  est  toujours  possible,  entre 
i»,  j  et  z  les  relations  suivantes 

,        î        •  ^  ^ 

rî4-r*-4-c=™—  -,       rV5::=—  -g. 
2  o 

///f».  tieMath^mnt.,  -l'sérift.  t.  XX.  (M«  iSSi.)  l5 


(  226  ) 
et  en  reinarquanl  que  les  deuxième  et  quatrième  Irruies 
de  la  dernière  égalité  disparaissent,  on  obtient 


A*      C 

f* y*  -+-  i^^z^  -h  v^z^  —  -r,  --  4- 


Dès  lors,  if'y  y^  et  z^  sont  les  racines  de  Téquation 
cubique 

Par  conséquent,  ^,  j,  z  peuvent  être  déterminés,  et, 
en  combinant  convenablement  leurs  six  valeurs,  ou 
obtient  huit  quantités  égales  deux  à  deux  et  de  signes 
contraires*,  mais  Téquation  proposée,  contenant  une 
puissance  impaire  de  Tinconnue,  ne  peut  admettre  pour 
racines  que  quatre  d'entre  elles  ayant  des  valeurs  abso- 
lues dillérentes. 

L'existence  de  ces  huit  quantités  s'explique  facile- 
ment en  considérant  que  le  changement  de  signe  du 
coefficient  B  entraine  nécessairement  celui  des  quatre 
racines  considérées,  sans  modifier  celles  qui  servent  à 
les  déterminer. 

11  est  facile  de  s'assurer  que  l'équation  (i)  admettra 
quatre  racines  réelles,  ou  deux  racines  réelles  et  deux 
imaginaires,  ou  bien  quatre  racines  imaginaires,  lorsque 
l'équation  (2)  aura  trois  racines  positives  ou  deux  racines 
imaginaires  et  une  positive,  ou  bien  des  groupes  de 
racines  diiî'éreuts  des  précédents. 

Lorsque  B  =  o,  les  valeurs  de  x  sont  données  par  la 
formule 


n/-T*v^>' 


■C; 


(  :->.:  ) 

elles  le  sont  également  par  la  suivante 

et  ridentilë  de  ces  deux  expressions  se  vérifie  racilemeiit 
en  les  élevant  au  carré. 


SUR  LA  RÉSOLUTION  D  UN  SYSTÈME  PARTICULIER  DE  DEUX 
ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  DU  DEGRÉ  m  A  DEUX  INCONNUES; 

Par  m.  ESOARY. 


Le  système  des  deux  éc|uations  simultanées  du  degré  m, 

(  I  )  ajr"*  4-  Or    ~ H  -  -  =  c, 

se  résout  d'une  manière  très  élégante  en  introduisant, 
comme  Ta  fait  M.  Lannes  dans  la  question  du  Concours 
général  de  1879  (  *  ),  les  angles  du  triangle  construit  avec 
les  coefficients  a^  b,  c  comme  côtés,  en  supposant  cette 
construction  possible.  En  effet,  en  rendant  ces  équations 
homogènes,  elles  s'écrivent 

(i)  a  ^    .. .    ^ 

I       ,y»iM   ~^    ytn  z"*' 

Si  Ton  pose  -^  =  a,  —  =:r  p,  —  =  y,  et  qu'on  multi- 
plie les  équations  (a)  membre  à  membre,  on  a,  en  ren- 
dant le  résultat  entier, 


(*)  NouveUes  Annalet,  a*  série,  i.  XIX,  p.  5o8. 


(  ..8  ) 
d'où  Ton  lire 


C'  —  a^  —  h^  rb  Ja*  -H  6*  -+-  c*  —  2  h^  c*—  2  c*  a*—  2  a*  ô* 

Or,  sî  Ton  désigne  par  S  la  surface  du  triangle  dont 
les  côtés  sont  a^  i,  c,  on  voit  que  le  radical  a  pour  va- 
leur 4  s  y/ —  1 .  En  observant  encore  que  Ton  a 

c*  :=::  a'  -h  ô*  —  lab  cosC, 

aS  rrzah  sinC, 
on  a  enfin 

^m-~ —  cosC  ±:  \J —  1  sinC, 
d*oii 

C4-(2K-hl)7r           r —    .     C-i-(2K-hi)ic 
Y  rrz  ces rz:  v  —  i  sin » 

où  Ton  doit  attribuera  K  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,m  —  i. 
On  trouve  de  la  même  manière 

An-aKir   ,     I .    A-haKir 

a  =  cos ±  i/ —  I  sm ? 

m  '^  m 

B4-2Kir^  y .    B-HaRr 

3  r:=  cos ±1  V —  I  sin 

^  m  ^  m 

Si  maintenant  Ton  fait,  dans  les  équations  (2),  if  =  i , 
on  retombe  dans  les  équations  (i),  et  des  valeurs  précé- 
dentes de  a  et  de  P  on  tire  celles  de  x  et  àej^  savoir 

B-H2Kir  , .     B-i-2Kir 

X  •=.  cos qr  \J—  i  sin > 

m  m 

A-4-2Ktt   ,     / —   .    A-h2Kx 

y  trr  COS ±:  \J  —  I  Slïl • 

Ce  sont  les  im  systèmes  de  solutions  des  équations  pro- 
posées (i). 

II  nous  a  paru  intéressant  de  présenter  ici  cette  réso- 
lution du  système  des  équations  (i),  à  cause  de  Tanalogic* 
que  Ton  observe,  grâce  à  la  représentation  géométrique 


{  '-^^9  ) 
de  M.  Laniies,  entre  ses  solutions  et  celles  des  équations 
trluÔQies,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  car  on  sait 
que  ces  dernières  racines  conduisent  alors,  en  les  inter- 
prétant géométriquement,  àTélégant  théorème  de  Cotes. 


SOLUTION  D  UNE  QUESTION  DE  LICENCE 

(VACDLTÉ  DB  LILLE.    —   ZIOVEMBRE    1878); 

Par  m.  ÉVESQUE, 

Élève  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  est 
définie  par  l'équation  z=f{r)  :  tromper  Inéquation 
différentielle  en  coordonnées  polaires  des  projections 
sur  le  plan  des  xy  des  courbes  tracées  sur  cette  surj'ace 
et  qui  jouissent  de  la  propriété  que  le  plan  osculateur 
en  chaque  point  de  l'une  d'elles  comprenne  la  normale 
à  la  surface  en  ce  point. 

Il  résulte  de  Ténoncé  même  du  problème  que  le  plan 
osculateuren  un  point  quelconque  de  Tune  des  courbes  en 
question  doit  être  normal  à  la  surface,  ce  qui  est  la  pro- 
priété caractéristique  des  lignes  géodésiques  \  la  normale  à 
la  surface  aura  donc  la  même  direction  que  la  normale 
principale 5  or  celle-ci  fait  avec  les  axes  des  angles  dont 

les  cosinus  sont  proportionnels  à  rf-y->    d-jj-y   ^'zr'y 

d'un  autre  côté,  la  normale  à  la  surface   fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à 
^    ^    ^ 
dx    dy     dz 

Or,  Téqualion  de  la  surface  proposée  étant,  en  coor- 


(  »-^o  ) 
données  rectangulaires, 

on  voit  que  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  celte 
surface  fait  avec  les  axes  sont  proportionnels  à 

df  X  df  y 

d  slcc^  -H  /'  y/jr*  -f-  y^  d  y/x'  -h  /*  \/x^  -h  y* 

Ces  deux   normales  devant  se  confondre,  on  devra 

avoir 

,dr  dy 

ds  ds 

(1)  -"_  —    -, 

X  y 

équation  qui  va  nous  donner  Téquation  différentielle  des 
courbes  proposées.  Elle  donne,  en  effet, 


•^'i?-^-.fe^-^^' 


dx  dy 

'd^^'^'^ds 

ydx  —  X  dy  zz^  —  G  ds. 
Or 

X  dy  —.-  y  dx  :=:  r^  db  ; 

on  a  donc  Téquation 

(2)  r^dh"-Cds. 

Mais 

ds^=:  dx*-hdy*-hdz^z=  dr^-hr^  d^^-hf*{r)  dr^  ; 

donc  Téquation  diflércntielle  des  projections  sur  le  plan 
xj  des  ligues  géodésiques  de  la  surface  z  =f{r)  sera 


ou  bien,  finalement, 

<3)  ^'-        ;-.(;..-C')      ' 

c'est  l'équation  demandée. 


(  =>3.  ) 
L'équaiion  (2)  iiioutre  que  l'aii'e  de  l«i  courbe  dont 
l'équation  (3)  est réquatioii  diiférentielle  est  propor- 
tionnelle à  Tare  J  de  la  courbe  gauche  de  Tespace. 

Obsenfation.  —    Le    numéro    de   février    1881    des 

Nouvelles  Annales  renferme  une  solution  de  cette  ques- 

^tion,  due  à  M.  Fauquembergue.  II  arrive  finalement  à 

une  équation  dilKérenlielle  du  second  ordre,  que  voici  : 

On  remonte  aisément  de  cette  équation  à  l'équation  (3) 
ci-dessus,  qui  est  du  premier  ordre,  car  Téquation  [a) 
rentre  dans  la  classe  des  équations 

iZ  -L_Py4_Qv»=:o, 

dx  ^        ^^ 

que  Ton  sait  intégrer  {Cours  d* Anal) se  de  Sturm, 
p.  5o)  j  il  suffit  donc  de  poser  -7-  ^J"- 


PROBLÈNB  DE  MECAKIQIE: 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Une  tige  rigide  pfisante  s'appuie,  par  ses  extrémités, 
sur  deux  hémisphères  creux,  tangents  extérieurement, 
et  tels  que  l'un  des  grands  cercles  de  base  soit  hori- 
zontal et  l'autre  vertical  :  trouver  la  position  d'équi- 
libre  do  la  lige;  discuter  le  problème, 

{Xouv.  Corresp.  math.) 


(  .3u  ) 

Soient  N  et  jN'  les  réactions  qui  s'exercent  en  A  et  B,  et 

soit  P  le  poids  de  la  tige,  appliqué  en  son  milieu  G.  Il 

faut,  pour  Péquilibre,  que  ces  trois  forces  soient  dans 

un  même  plan  et  concourent  en  un  point  1.  Ce  plan  doit 


être  vertical,  puisqu'il  contient  GP  qui  est  vertical; 
de  plus,  comme  les  forces  N  et  JN'  doivent  être  nor- 
males aux  deux  sphères  (le  frottement  étant  négligé), 
elles  doivent  passer  par  les  centres  O  et  O'.  Le  plan  des 
trois  forces  est  donc  un  plan  méridien  vertical;  nous 
supposerons  que  ce  soit  le  plan  de  la  figure. 

I®  Désignons  par  R  le  rayon  des  deux  sphères,  /la 
longueur  de  la  tige,  ç,  ç'  et  X  les  angles  lOC,  lO'O  et 
l'angle  que  fait  la  tige  avec  00'.  Ecrivons  que  la  projec- 
tion de  AB  sur  une  droite  perpendiculaire  à  00' est  égale 
k  la  somme  des  projections  des  deux  rayons  AO,  BO'  sur 
la  même  droite,  et  que  00'  est  égale  à  la  somme  algé- 
brique des  projections  sur  OO'  des  trois  droites  AO, 
AB,  BO';  nous  aurons  les  équations 

/sinX  i=zR  sino  -f-  R  sino', 
aR  rzz /cosX -- Rcoscs  4- Rcoso'. 


(  a33  ) 


OU, 

eu 

posant 

(0 

sliio  +  sinîp' 

zniK 

sinX, 

(^) 

CCS©'  — 

CCS© 

=  2- 

-Kc 

D'autre    part,  la  droite   IG    étant    une   médiane  du 
triangle  ÂIB,  on  a,  d'après  une  formule  connue^ 

,^„       cotlAG  — colIBG 

2 
OU 

(3)  2langX=^cot(a)  — X)  —  col(ç'H-  X). 

2<*  Après  quelques  transformations,  la  dernière  équa- 
tion devient 

.  ,      sin(©  —  9') 

2  tangX  =1  tango —  lanîço'^:  — ^-^ '—f, 

^  ^  '  ^  '        cos<p  coso' 

2  sm.: ^cos^^ =:  tangX  [cos(o  —  ©')  +  cos(tp-h  ©')] 

ou 

2  2  "^    L  ^  2     J 

z=i  tangX  CCS  (cp  -+-  cp'). 

Or  les  équations  (i)  et  (2),  divisées  membre  à  membre, 
donnent 

CD  —  o'  2  — KCOSX 

tang 
d'où 


tang 

2 

-•=: r— :: 3 

KsinA 

.    0 
sin-^ 

-©' 

2  —  K  CCS  X 

2 

v'4- 

4KC0SX  -h  k=* 

0 
ces  — 

—  ?'_ 
2        "" 

KsinX 

V4- 

-  4KC0SX-+-  K* 

Ces  mêmes  équations,  étant  ajoutées,  après  a\uir  été 
élevées  au  carré,  donnent  aussi 

CCS  I  ©  -4-  ©  )  =_:  2K  COS  A I  . 


(  a34  ) 
Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  (4)?  on  arrive 
à  la  suivante 

(5)  [4K  cosA  —  (K«  -h  3)]»--^  2K«  —  7, 

ou 

Discussion.  —  Les  deux  racines  sont  toujours   posi- 
tives; elles  seront  réelles  si  Ton  a 


(6)  K> 


Vl- 


Pour  qu'elles  soient  admissibles,  il  faut  qu'elles  soient 
plus  petites  que  i.  Ecrivons  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  I  à  cosX,  dans  Téquation  (5),  est  positif  et 
que  la  somme  des  racines  est  plus  petite  que  2,  nous 
obtiendrons  les  deux  inégalités 

(7)  K*  — 8K5-4-2oK«  — 24K-h  i6>o, 

(8)  K«-4K  4-3<o, 

qui   expriment  que    les  deux  racines   sont  toutes  deux 
<;  I.  Si  le  premier  membre  de  l'inégalité  (7)  était  néga> 
tif,  une  seule  racine  (celle  obtenue  en  prenant  le  radical 
avec  le  signe  — ),  serait  plus  petite  que  i. 
Cette  inégalité  peut  d'abord  s'écrire 

(K  — 2)(K»  — 6K«-i-8K  — 8)>o. 

Egalant  à  zéro  le  polynôme  de  la  seconde  parentlièse, 
011  obtient  Téqualion 

K»-6K«-h8K-8--rzo, 

qui  a  une  seule  racine  réelle  égale  i\  ^yj^  à  o^i  près  par 
cxcrès. 


(  235  ) 
Par  suite,  riuégalité  précédcuU*  peut  s'écrire 

(K-2)[K-(4,7-«)]>o, 

a  étaut  une  quantité  plus  petite  que  o,  i . 

En  y  joignant  Tinégalité  (8),  écrite  sous  la  forme 

(K~i)(K-3)<o, 

la  discussion  du  problème  est  alors  facile  et  peut  se  résu- 
mer dans  le  tableau  suivant  : 

Variation 

de  K    -  -.  Nombre 

R  de  solutions. 


o 


I 


^<K<2 'X 

2<K<4,7  — « « 

K  >•  4»7  —  « o 


CONCOURS  B'ABMISSION  A  L'ECOLI  CENTaALE 

(PKESIIÈaE   8E88IO!(,    1879); 

SOLUTION  DE  M.  J.  BOUDÊNES, 

Élève  du  lycée  de  Grenoble. 


Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj*,  sur  O.r 
un  point  A,  sur  Oy  un  point  B,  On  considère  toutes  les 
hyperboles  équilateres  qui  passent  au  point  A  et  sont 
tangentes  à  l'axe  Oj  au  point  B. 

I**  Former  l'équation  générale  de  ces  hyperboles 
équilateres. 


(  =^30  ) 

2?  Trousser  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  la  tan- 
gente en  A  à  chacune  de  ces  hyperboles  avec  les  paral- 
lèles menées  par  l'origine  aux  asymptotes  de  cette 
même  hyperbole, 

V  Le  lieu  précédent  est  une  parabole  P  :  former  l'é- 
ff nation  de  l'aae  et  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met de  cette  paraboleV  ^  construire  ces  droites  et  déter- 
miner géométriquement  la  grandeur  du  paramètre  de 
cette  parabole» 

4^  Trouver  le  lieu  du  sommet  de  la  parabole  P 
quand  le  point  A  se  déplace  sur  Ox^  le  point  B  restant 
fixe. 

Soient  OA  =  a,  06=  5,  à*  et  \  des  paramètres  ar- 
bitraires. 

i**  Si  l'équation 

(I)  yz=:\{œ  —  a) 

représente  la  tangente  à  Tune  des  hyperboles  au  point  A, 
cette  hyperbole  aura  pour  équation 

avec  la  condition 

X 


I  I 


qui  exprime  que  l'hyperbole  est  équilatère. 

a°  Les  parallèles  menées  de  Torigine  aux  asymptotes 
de  ces  hyperboles  ont  pour  équation 

(.)         :r(j-Xx)(±  +  ^i)  +^(^  -  -:^)  =0- 

Le  lieu  de  leurs  points  d'intersection  avec  la  tangente 
à  riiyperbole  au   point  A,  obtenu  par  l'élimination  du 


(  --J;  ) 

paramètre  variable  À  entre  les  équations  (i)   vt   (a),  a 
donc  pour  équation 

C'est  donc  une  parabole  qui  passe  par  Torigine  des 
coordonnées  et  qui  a  pour  tangente  en  ce  point  Taxe 
desj. 

3°  m  étant  un  paramètre  arbitraire,  Téquatîon  (3)  de 
cette  parabole  s'écrit  identiquement 

La  condition  que  le  diamètre 

a:        V 
a        b 

et  la  tangente  à  son  extrémité 


/  I  1        im\ 


'^rny 
«^  (  -^  -+-  Tî  H T-  I  H Y^  -«-  m*  —  o 


sont  perpendiculaires  nous  donne  immédiatement 

I 

d'où,  pour  équations  de  Taxe  et  de  la  tangente  au  som- 
met, 

(4)  _  +  ^__=o, 

(5)  -_Z  +  ^=o. 


Si  donc 


OA        r.r.         OB         ^„  OB 


Ok,^^-^,     0B,=  ^^,     OB,^ 


•î 


2  4 


on  voit  aisément  que  Taxe  de  la  parabole  sera  la  droili» 


(  ■i'5«  ) 
A|  B|  et  ia  tangonte  au  soiiiinct  la  droite  B^S,  perpoudi- 
rulaire  à  ]*axc. 

De  plus,  si  la  droite  0<«>  est  perpendiculaire  à  Taxe,  la 
longueur  A|  (o  est  une  sous-normale  de  la  parabole  et  re- 
présente, par  suite,  la  grandeur  du  paramètre. 

4^  Le  lieu  du  sommet  S  de  la  parabole  P,  quand  le 
point  A  se  déplace  sur  O x,  le  point  B  restant  fixe,  a  pour 
équation 

jc^  -\-  y^  —  -bf-h  -g-  ~  o, 

obtenue  par  1  élimination  du  paramètre  a  (mtre  les  deux 
équations  (5)  et  (4)  de  la  tangente  an  sommet  et  de 
Taxe, 

Ce  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point 

j'  -zz  o,        y^^  y  h 

et  qui  passe  par  le  point  B, , 

h 

,T  -3  o,        V  —   -  • 

.\ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lez;  J.  Au- 
zellc,  élève  du  lyréc  de  Moulins:  H.  Herzog^  du  lycée  de  Rouen; 
H.  Courbe. 


COKCeURS  D  ADNISSIO.Y  A  L  ÉCOLE  POLYTEGHMODE 

m  1880  (<). 


Composition  de  Alathêmaliques, 

On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  centre 
«n  foyer  F  de  l'ellipse. 


(')  Questions  données  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu  concourir  que 
plus  tard. 


(   '-^9  ) 

On  deinaiiili*  : 

i®'De  trouver  le  lieu  I  du  point  tel  que,  si  Ton  mène 
par  ce  point  des  tangentes  à  Tellipsc  et  au  cercle,  l<*s 
coefficients  angulaires  m  et  m'  des  tangentes  à  rdlipse 
et  les  coefficients  angulaires  k  e.i  k^  des  tangentes  au 
cercle  vérifient  la  relation 

2(mm'  -f-  kk')  -- (m -^  m'){k-\-  k')  ; 

a**  De  trouver  Téqualion  du  lieu  P  du  point  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par  un  point  donné  à  tous 
Jt;s  lieux  I  correspondant  aux  diverses  valeurs  du  carré 
du  rayon  du  cercle  ; 

3®  De  construire  le  lieu  P,  Iors(|ue  le  point  donné  est 
situé  sur  le  grand  axetde  Tellipse  ; 

4°  De  construire  le  lieu  P,  lorsque  le  poiut  donné  est 
situé  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  de 
!*ellipse. 

Cowjjosilion  de  Géométrie  descriptive. 

Un  cône  et  un  cylindre  pleins  étant  donnés,  on  en- 
lève leurs  parties  non  communes,  ainsi  que  la  portion  de 


AC  =  lo 
AB  ^  i6 
AH  -»  2o 

AV  :=--  l6 

VD   rr.      3 


chacun  des  deux  corps  qui  se  trouve  au-dessus  du  plan 
horizontal  ;  représenter  par  ses  projections  le  solide 
restant. 


(  ^4o  ) 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical.  La 
trace  verticale  du  cylindre  est  un  cercle  de  o"*,o4  de 
rayon. 

Ayant  tracé  la  ligne  de  terre  BAC  parallèlement  aux 
petits  côtés  de  la  feuille  et  la  ligne  H  AV  parallèlement 
auxgrands^  la  première  à  o'^^oa  au-dessus  et  lasecoude 
à  o"*,o3  h  gauche  du  centre  du  rectangle  formé  par  les 
cotés  du  cadre,  portez  sur  ces  deux  lignes  les  quatre 
premières  longueurs  indiquées  par  la  légende  et  la  cin- 
quième sur  CV-,  tirez  aussi  HB.  La  droite  qui  a  sa  trace 
horizontale  eil  H  et  sa  trace  veiticale  en  V  est  parallèle 
aux  généra Irices  du  cylindre  et  contient  le  sommet  du 
cône.  La  trace  horizontale  de  celui-ci  est  tangente  à  HB 
et  à  la  ligne  de  terre.  L'a  trace  verticale  du  cylindre  est 
située  h  droite  de  CV  et  touche  cette  ligne  en  D. 


COIUIESPOKDANGE. 


•  M.  Ernest  Lebon  nous  prie  de  faire  remarquer  que  la 
propriété  qu'il  a  démontrée  (a**  série,  t.  XX,  p.  i33)  est 
vraie  quand  le  point  o  est  situé  sur  l'un  quelconque  des 
axes  d'une  conique  à  centre. 


ERRATliN  AUX  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SGHRON. 

Introduction,  page  x,  second  exemple  :  au  lieu  de 

logtang  i5*33'4o'  =  i  ,4447889, 

lisez  ~ 

logtang  i5-33'4o''r=  7,4447839. 

Cette  faute  a  été  signalée  par  M.  Brsche. 
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NOTE  SUR  LES  LIMITES  ET  LES  NOMBRES 
IKGOMMENSliRABLES: 

Par  m.  E.  JABLONSKI, 

Professeur  de  ^fathémaliques  spéciales  au  lycée  de  Besançon. 


Dans  la  plupart  des  définitions  ou  des  démonstrations 
reposant  sur  la  notion  de  limite,  on  est  obligé  de  former 
des  suites  de  nombres  constamment  croissants  ou  con- 
stamment décroissants,  et  il  eu  résulte  des  difficultés  ou 
des  longueurs  que  Ton  peut  éviter  au  moyen  d'un  théo- 
rème plus  général  que  celui  sur  lequel  on  s'appuie  ordi- 
nairement. 

Je  vais  établir  ce  théorème  en  reprenant  la  suite  des 
propositions  qui  y  conduisent. 

Théorème  I.  —  Lorsque  deux  variables  sont  con- 
stamment égales,  si  l'une  tend  vers  une  limite,  l'autre 
tend  vers  la  même  limite. 

Théorèmb  II.  —  Lorsque  la  différence  de  deux  va- 
riables  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  l'une  d'elles 
tend  i^ers  une  limite,  l'autre  tend  z^ers  la  même  limite. 

Soient  uetsf  deux  variables,  et  i*  —  ^^  =  a;  supposons 
que  u  tende  vers  /  et  a  vers  zéro.  On  a 

P  tendant  vers  zéro;  donc 

//  z=  /-ha  -f-  ?. 

a  et  P  tendant  vers  zéro  en  même  temps,    il  en  est  de 
même  de  leur  somme;  donc  u  tend  vers  /. 

Théorème  III.  —  Lorsqu'une  variable  constamment 
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croissante  est  assujettie  à  rester  moindre  t/uun  nombre 
fini  déterminé,  elle  tend  vers  une  limite  inférieure  ou 
égale  à  ce  nombre.  De  même,  lorsqu'une  variable  con- 
stamment décroissante  est  assujettie  à  rester  supérieure 
à  un  nombre  déterminé,  elle  tend  vers  une  limite  supé- 
rieure ou  égale  à  ce  nombre. 

C'est  à  ce  théorème  bien  connu  que  je  me  propose  de 
substituer  un  théorème  plus  général. 

Théorème  IV.  —  Soit  u  une  variable  assujettie  à 
prendre,  dans  l'ordre  des  indices,  les  valeurs  formant 
la  suite  indéfinie 

toutes  moindres  qu'un  nombre  A  \  si  dans  cette  suite, 
que  je  ne  suppose  pas  constamment  croissante,  on  peut 
prendre  une  suite  de  nombres  constamment  croissants 

(2)  «0,   «î,    . .  .,   rt^ ar,    . .  ., 

et  tels  que  la  différence  entre  ces  nombres  et  ceux  d'in^ 
,  dices  intermédiaires  de  la  première  suite  tende  vers 
zéro  lorsque  les  indices  croissent  indéfiniment,  la  va- 
riable u  tend  vers  une  limite  inférieure  ou  égale  à  A. 

Eu  effet,  soil  V  une  variable  assujettie  à  prendre  seu- 
lement les  valeurs  de  la  suite  (2)  dans  Tordre  des  in- 
dices; en  vertu  du  théorème  III,  elle  tend  vers  une  limite 
inférieure  ou  égale  à  A.  On  peut  imaginer  que,  lorsque  v 
passe  de  ap  à  ar^  u  passe  par  toutes  les  valeurs  d'Indices 
intermédiaires  depuis  ap  jusqu'à  ar\  il  en  résulte  que  la 
différence  u — v  est  ou  rigoureusement  nulle  ou  tend 
vers  zéro  lorsque  les  indices  croissent  indéfiniment,  et 
par  suite  que  \^  tend  vers  la  même  limite  que  u  (théo- 
rèmes I  et  II). 

Théouème  V.  —  Lorsque  deux  suites  indéfinies  de 


nombres. 


(  x43  ) 


ifj,  a,., 


a,. 


^0»   ^i>   ^î»      ••?   ^p»   ^-7'   ^r»    •••»   *«'    

507it  ^e//e5  ^ue  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  pre- 
mière soit  moindre  que  l'un  quelconque  des  nombres  de 
la  seconde,  et  que  la  différence  b„  —  an  entre  deux 
termes  correspondants  tende  ^ters  zéro  lorsque  n  croît 
indéfiniment,  les  deux  suites  tendent  vers  une  limite 
commane, 

La  diilerence  bn — ««  tendant  vers  zéro,  il  sufBt  de 
prouver  que  la  première  suite  tend  vers  une  limite. 

Soit  ap  un  nombre  de  la  première  suite.  Supposons 
d'abord  qu'il  soit  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent et  qui  le  suivent.  On  a,  par  hypothèse,  quelque 
grand  que  soit  tz, 

Or  b„  —  an  tend  vers  zéro ^  donc  a„  et  bn  tendent  veis 
ttp^  et  le  théorème  est  démontré.  Sinon,  on  peut  trou- 
ver, parmi  ceux  qui  suivent  a^,  un  nombre  «r>  «/>•  En 
répétant  le  même  raisonnement  sur  a^  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que,  si  aucun  des  nombres  de  la  première 
suite  n^est  la  limite  commune,  on  peut,  dans  cette  suite, 
former  une  suite  de  nombres  constamment  croissants. 

Soient  a^^  â| ,  . .  . ,  a^,,  a^,  •  •  •  ^  ^m^  •  •  •  ?  ^m'^  •  •  •  cette 
suite,  et  an  un  nombre  d'indice  intermédiaire  entre  m 
et  m',  et  qui  par  suite  est  moindre  que  a^f-  On  a 

«/«'  —  ^«<  b„  —  a„, 
puisque,  par  hypothèse, 

ctf„f  <  bn  ; 

donc  ami  —  ««  tend  vers  zéro  lorsque  les  indices 
croissent  indéfiniment.  Les  conditions  énoncées  dans  le 


(  Mi  ) 

ihéorème  IV  étant  satisfaites,  la  premièrci  suite  terni  vers 
une  limite,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Première  application.  —  Longueur  d'une  circon- 
févence.  —  Inscrivons  dans  une  circonférence  une 
suite  de  polygones  convexes  quelconques  dont  le  nombre 
des  cotés  croisse  indéfiniment  d'une  manière  quel- 
conque, pourvu  que  tous  les  côtés  tendent  vers  zéro. 
Soit  DE. . .  un  de  ces  polygones  *,  par  les  sommets,  menons 
des  tangentes  à  la  circonférence  :  elles  forment  le  polygone 
convexe  circonscrit  ACB.  . . .  Nous  aurons  ainsi  deux 
suites  de  polygones  qui  se  correspondent  deux  à  deux. 

Soient  a«  le  périmètre  de  l'un  des  polygones  inscrits, 
hn  celui  du  polygone  circonscrit  correspondant.  Si  Ton 
fait  croître  n  d'une  manière  quelconque,  on  obtient  deux 


suites  indéfinies.  Le  périmètre  de  l'un  quelconque  des 
polygones  inscrits  est  évidemment  moindre  que  celui  de 
l'un  quelconque  des  polygones  circonscrits:  de  plus,  la 
différence  hn  —  ««  tend  vers  zéro.  En  effet,  on  a  (/i^-  i  ) 


d'où 


OD 
hn — a„  se  compose  de  la  somme  des  différences  telles 


DC 

OC 
OD' 

DC  —  DF 

IC 

DF 

~  OD' 

DC  —  DF 

IC.DF 

(  M^  ) 

que  DC  —  DF  ^  doue 

6«-^«  =  2(DG-~DF)-^^SlC.DF. 

Soit  a  la  plus  grande  des  flèches  IC^  on  a 

2lC.DF<avDF     ou     5:IG.DF<aa„; 


donc 


1  ^n 


rt/,  conserve  une  valeur  finie,  et,  toutes  les  llêches  len 
dant  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a;   donc    A/,  —  «„ 

tend  vers  zéro. 

« 

Il  en  résulte  que,  quelle  que  soit  la  loi  d'inscription, 
les  périmèlres  des  polygones  convexes  inscrits  et  circon- 
scrits, réguliers  ou  non,  tendent  vers  une  limite  com- 
mune, qui  est,  par  définition,  la  longueur  de  la  circon- 
férence considérée. 

Un  procédé  tout  semblable  permet  de  définir  la 
longueur  d'un  arc  convexe  d'une  courbe  quelconque. 

Deuxième  application.  —  Définition  de  \f^,  —  Soient 
w  et  n  deux  nombres  entiers,  tels  que 


(?)■<■  <(=^)' 


ce  que  l'on  peut  toujours  faire. 

A  chaque  valeur  de  n  correspond  une  valeur  de  m  et 
une  seule. 

Faisons  croître  n  d'une  manière  quelconque,  et  soient 


m  m 

-->  -7-  >    •  •  •  î 

n  n 


m  4-  I      m'-h  I 


les   deux   suites    indéfinies    ainsi    obtenues.    Un   queU 
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coiic|ue  des  nombres  de  la  première  a  un  carré  moindre 
que  celui  de  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  seconde; 
donc  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  première  est 
moindre  que  Tun  quelconque  des  nombres  de  la  seconde. 

D'ailleurs,  la  différence  -  de  deux  termes  correspondants 

tend  vers  zéro  ;  donc  les  deux  suites  tendent  vers  une 
limite  commune,  qui  est,  par  définition,  la  valeur  aritli- 
mé tique  de  yji. 

Les  nombres  —  et  sont  les  valeurs  de  i/â  à  - 

n  H  ^         n 

près,  par  défaut  op  par  excès. 

Troisième  application.  —  Définition  des  nombres 
incommensurables  et  des  opérations  faites  sur  ces 
nombres.  —  Pour  définir  le  rapport  de  deux  grandeurs, 
on  imagine  d'abord  que  ces  grandeurs  ont  une  commune 
mesure;  le  rapport  est  alors  le  nombre  fractionnaire 
ordinaire  dont  les  termes  sont  les  nombres  entiers  qui 
expriment  combien  de  fois  chacune  des  grandeurs  con- 
tient la  commune  mesure. 

Cette  définition  ne  subsiste  plus  lorsque  les  deux  gran- 
deurs n'ont  pas  de  commune  mesure  :  il  faut  lui  substi- 
tuer une  autre  définition,  reposant  sur  la  notion  de 
limite. 

Pour  fixer  les  idées,  soient  deux  longueurs  AB  et  CD, 
qui  n'ont  pas  de  commune  mesure.  Divisons  CD  en  Aipar- 


D|     R     B, 


ties  égales,  et  portons  une  de  ces  parties  autant  de  fois 
que  possible  sur  AB  n  partir  de  A;  supposons  que  l'on 


puisse  la  porter  m  fois  et  qu'on  obtienne  ainsi  le  point  Bf  : 
en  la  portant  une  fois  de  plus,  on  dépassera  B  et  on 
obtiendra  le  point  Bj.  Quelque  grand  que  soit  /z,  on  ne 
tombera  jamais  au  point  B,  et,  en  faisant  croître  indéfini- 
ment ce  nombre,  on  obtiendra  deux  suites  de  longueurs 
telles  que  ÂB|  et  AB2,  les  unes  toutes  moindres  que  AB, 
les  autres  toutes  supérieures  à  AB  et  tendant  évidemment 
vers  AB. 

Les  rapports  de  AB|  et  AB2  à  CD  sont  respectivement 

—  et )  lorsque /z croît  indéfiniment:  on  a  ainsi  deux 

suites  illimitées  de  nombres. Tous  ceux  de  la  première  me- 
surant des  longueurs  moindres  que  AB  et  ceux  de  la  se- 
conde des  longueurs  supérieures  à  AB,  un  quelconque  des 
nombres  de  la  première  est  moindre  que  Tun  quelconque 

des  nombres  delà  seconde  :  d'ailleurs  la  dîfiérence  —  entre 

n 

deux  termes  correspondants  tend  vers  zéro  :  donc  ces 

deux  suites,  c  est-a-dire  •—  et >  tendent  vers  une 

n  n 

limite  commune  qui  est,  par  déiinition,  le  rapport  de  AB 
à  CD. 

Cette  déiinition  n'exige  pas  que  toutes  les  longueurs 
ABj  soient  croissantes,  ni  que  toutes  les  longueurs  ABa 
soient  décroissantes^  n  peut  croître  d'une  manière  abso- 
lument quelconque  sans  que  la  limite  soit  changée. 

De  la  même  manière  on  peut  définir  les  opérations  sur 
les  nombres  incommensurables. 

Addition,  —  Soit  à  définir  «-f-A,  a  et  b  étant  des 
nombres  inconiniensurables. 

Soient  —  et les  nombres  qui  tendent  vers  a, 

comme  il   résulte  de   la    définition  précédente^   — ^-  et 

//Il  H- 1  -  1  f 
ceux  qui  lendent  vers  b. 


{  MS  ) 
Formons 


1 L      et \ '— 

n         iix  n  fit 


Si  Ton  fait  croître  n  et  n^  d'une  manière  quelconque, 
on  obtient  deux  suites  indéfinies  de  pareilles  sommes 
dont  le  sens  est  bien  défini,  puisque  les  termes  en  sont 

commensurables.  L'un  quelconque  des  nombres  —  étant 


moindre  que  l'un  quelconque  de  la  suite  »  et  de 

même  pour  — -7  on  voit  que 1 sera  moindre  que 

*^         ni  ^       n        fil  * 

l'une  quelconque  des  sommes  telles  que 1 ; 

d'ailleurs,  la  dillérence  entre  deux  sommes  correspon  - 

dantes  est 1 y  qui  tend  vers  zéro:  donc  ces  deux 

sommes  tendent  vers  une  limite  commune,  qui  est,  par 
définition,  la  valeur  de  a  -h  i. 

Soustraction.  —  Il  s'agit  de  définir  a  —  A. 

Soient  —  et les  nombres  commensurables  qui 

n  n  ' 

tendent  vers  ai  — ^  et  — ceux  qui  tendent  vers  6. 

Supposons  a'^b'^  on  peut  imaginer  que  n  et  ««  soient 

assez  grands  pour  que  1  on  ait  aussi  —  > >  et  par 

suite  ^  — ^  •  Formons  les  deux  diflérences 

n      ^    /il 

ni       tHi  -h  i  '  //i  H- 1        m, 

n  ni  n  ni 

On  voit  sans  peine  que,  si  l'on  forme  les  deux  suites  en 
faisant  croître  /*  et  //«,  un  quelconque  des  nombres  de 
la    première    est    moindre    (|ue    l'un    quelconque    des 
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nombres  de  la  seconde:  d'ailleurs,  la  did'érence  — | 

'  n        fil 

tend  vers  zéro  :  donc  ces  deux  dîtlcrences  tendent  vers 

une  limite  commune,  qui  est,  par  déGnitîon,  la  valeur 

de  rt  —  b. 

On  procède  de  même  pour  toutes  les  autres  opérations; 
il  est  d'ailleurs  facile  de  définir,  en  général,  une  expres- 
sion telle  quey(x,  j^,  z^  , . .),  pour  des  valeurs  incom- 
mensurables des  lettres  qui  y  entrent.  Supposons  que 
cette  expression  reste  finie  et  continue  lorsque  j?,  j', 
z,  • .  •  ont  des  valeurs  commensurablcs  comprises  dans 
de  certains  intervalles,  et  soient  a,  b^c^  ...  des  nombres 
incommensurables  compris  dans  ces  mêmes  intervalles. 

Imaginons  que  Ton  remplace  successivement  x  par 

m        m  ~h  i  .  .  /•       .  1 . 

-_  Ql ,  ou  inversement,  suivant  que  /  croit  ou  cle- 

croit  en  valeur  absolue  lorsque  ,r  croît,  et  de  même  pour 
)';  z,  . .  «^  on  formera  de  la  sorte  deux  expressions  dont 
les  valeurs  seront  bien  définies,  puisqu'elles  dépendront 
de  nombres  commensurablcs.  Par  le  même  raisonne- 
ment, basé  sur  le  théorème  général,  on  prouve  que  les 
valeurs  numériques  ainsi  obtenues  tendent  vers  une  li- 
mite commune,  qui  est,  par  définition,  la  valeur  de 
/(a,  A,c,  ...). 

Il  y  a  plus  ;  toute  relation 

f{x,y,z,  ...)  — (p(x,  j,^,  ...), 

vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  a:,  j-,  z,  . . .  commensu- 
rablcs prises  dans  de  certains  intervalles,  subsiste  si  l'on 
y  remplace  a?,  j^,  z,  ...  par  des  nombres  incommensu-. 
râbles  a,  i,  c,  ...  compris  dans  les  mêmes  intervalles. 
En  effet,  si  l'on  fait  dans  ^  les  mêmes  subslilutions 
que  dans/,  on  obtient  des  nombres /*'  et  ç',  f"  et  cp"^  or 
on  a,  par  hypothèse, 


(    25(>    ) 

donc  les  limites  sont  aussi  égales,  et,  par  suite, 

Ainsi,  par  exemple  : 

Dans  un  polynôme  à  termes  incommensurables,  on 
peut  à  volonté  intervertir  Tordre  des  termes. 

Dans  un  produit  de  facteurs  incommensurables,  on 
peut  k  volonté  intervertir  Tordre  des  facteurs. 

Enfin  les  règles  d'opérations  algébriques  eifectuées  sur 
des  expressions  quelconques  peuvent  se  traduire  par  une 
ou  plusieurs  égalités,  vraies  pour  toutes  les  valeurs  com- 
inensurables  des  lettres  qui  y  entrent,  au  moins  dans  de 
certains  intervalles^  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède 
que  ces  règles  subsistent  dans  toute  leur  généralité  pour 
des  valeurs  incommensurables  de  ces  mêmes  lettres  et 
dans  les  mêmes  intervalles. 


NOTE    SUR   UNE   ENVELOPPE; 

Far  m.  S.-F.-W.  BAEHR, 
Professeur  à  FÉcole  polytechnique  de  Delft. 


On  suppose  les  deux  aiguilles  d'une  montre  de  lon- 
gueurs égales,  et  Ton  demande  Tenveloppe  de  la  droite 
(|iii  passe  par  leurs  extrémités.  Soient  OÂ  le  rayon  du 
cadran  qui  correspond  avec  midi  et,  à  un  moment  quel- 
conque, OBla  direction  de  Taiguilledes  heures;  on  aura, 
en  faisant  Tangle  BOC  égal  à  onze  fois  l'angle  AOB,  la 
direction  correspondante  de  l'aiguille  des  minutes  OC, 
et  BG  sera  une  position  de  l'enveloppée.  Pour  détermi- 
ner le  point  D  où  elle  touche  son  c^iveloppe,  faisons 
ce  égal  à  douze  fois  BB';  alors  IV C  sera  une  autre  posi- 


(  ^^»  ) 

tîoii  de  l'enveloppée,  cl  les  triangles  semblables  hdH' 
elCdC  donnent  rfB'  :  rfC  =  corde  BB'  :  corde  i  a  BB',  eu 
sorte  que,  lorsqu'on  fait  tendre  B'  vers  B,  ou  aura  à  la 

limite  DB  =  —  DC  ou  BD  =  -i.  BC  •Menant  des  parai- 


lèles  à  CO,  on  aura  aussi  BE  =  ED  =  -=  BO,  et   le 

cercle  décrit  du  centre  E  avec  le  rayon  EB  passera  par 
D  et  sera  tangent    au   cercle    décrit  du   centre   O  du 

cadran  avec  le  rayon  OG  =  -^  OB.  L'angle  FEG,  égal 

à  l'angle  BOG,  étant  onze  fois  Tangle  HOG,  tandis  que 

le  rayon  EG  est  —  du  rayon  OG,  Tare  de  cercle  FG 

aura  la  même  longueur  que  l'arc  GH.  Donc  le  point  F 
est  un  point  de  Tépicycloïde  décrite  par  le  point  de 
contact  H  quand  le  cercle  EG,  en  partant  de  la  position 
où  il  touche  le  cercle  OH  en  H,  roule  sur  ce  cercle  direc- 
teur OH,  et,  par  conséquent,  le  point  diamétralement 
opposé  D  est  un  point  de  Tépicycloïde  égale  que  décrit 
alors  le  point  A  du  cercle  mobile;  celle-ci  est  donc  l'en- 
veloppe cherchée. 

Si  l'on  divise  le  cadran,  à  partir  du  point  de  midi  A, 


(  'i:yi  ) 
i*ii  onze  parties  égales,  ce  qui  donne  les  points  où  les 
aiguilles  se  superposent,  Tenveloppe  sera  tangente  au 
cercle  du  cadran  en  ces  points,  tandis  qu'elle  aura  des 
points  de  rebrouss^ment  sur  les  rayons  c[ui  passent  par 
les  milieux  des  arcs  de  cette  division,  et  qui  sont  les 
j)oints  où  les  aiguilles  viennent  en  ligne  droite,  en  sorte 
qu'alors  les  tangentes  à  Tenveloppe  passent  par  le 
centre  du  cadran.  La  même  courbe  est  l'enveloppe  de  la 
droite  qui  passe  par  les  extrémités  des  prolongements, 
jusqu'au  cercle  du  cadran,  des  aiguilles,  et,  si  on  la  fait 
tourner  autour  du  centre  jusqu'à  ce  que  les  points  de 
rebroussements  viennent  sur  les  rayons  où  les  aiguilles 
se  superposent,  elle  sera  l'enveloppe  de  la  droite  qui 
passe  par  l'extrémité  de  l'une  des  aiguilles  et  l'extrémité 
du  prolongement  de  Taulre. 

Si,  sur  le  prolongement  de  OB,  on  prend  BI  =  — OB, 

le  cercle  décrit  du  point  I'  avec  le  rayon  BI  sera  coupé 
]>ar  le  prolongement  de  CB  en  un  point  K,  tellement  que 
l'angle  KlBest  égal  à  l'angle  BOC,  ou  onze  fois  l'angle 
AOB,  en  sorte  que  l'arc  de  cercle  BiC  aura  la  même  lon- 
gueur que  l'arc  BA.  Ce  point  K  est  donc  un  point  de 
répjcycloïde  décrite  par  le  point  de  contact  A  quand  le 
cercle  IB,  eu  partant  de  la  position  où  il  touche  le 
cercle  OA  en  A,  roule  sur  ce  cercle  directeur,  et,  le 
point  B  étant  le  centre  instantané  de  rotation,  KBest* 
normale  k  cette  courbe.  Ainsi  les  normales  à  l'épi cy- 
cloïde  sont  tangentes  à  l'enveloppe^  celle-ci  est  donc  la 
développée   de    Tépicycloïde    extérieure    au    cercle   du 

cadran,  et  sa  longueur  sera  égale  à  aa  X  (  -5  H )  > 

ou  7  -5  fois  le  rayon  du  cadran. 


(  •>..■».'{  ,) 

OliBSTiONS  NOUVELLES  D'ARITHMÉTIQIE  SllPÉRIElKE 
PROPOSEES  PAR  M.  EDOUARD  LIIGAS; 

(Tolr  a*  »érle,  l.  XV,  p.  M); 

Par  m.  MORET-BLANC. 


\ .  Déterminer  le  dernier  chiffre  du  n}^"^^  terme  de 
la  série  de  Lamé  donnée  par  la  loi  de  récurrence 

et  les  conditions  initiales  m^  =  o,  //,  =  i . 

Les  derniers  chilIVes  formeut  nécessairement  une  pé- 
riode, qui  recommencera  lorsque  les  derniers  cliilFres  de 
deux  termes  consécutifs  redeviendront  les  mêmes.  For- 
mons celle  période  : 

(>,  I,   1,  2,  3,  5,  8,  3,  I,  4,  5,  9,  4.  3,  7, 

♦>.  7>  7>  4.  ï,  ^»  6,  I,  7,  8,  5,  3,  8,  I,  9, 

^>  9»  9>  ^'  7»  5'  2,  7,  9,  6,  5,  I,  6,  7,  3, 

o,  3,  3,  6,  9,  5,  4,  9,  3,  îî,  5,  7,  2,  9,  I. 

On  voit  que 

0  termine  les  termes  de  rang  60m -h  (i,  16,  3i,  46), 

1  »  60m  -h  (2 ,   3,  9,  20,  23,  29,  42,  60) , 
'?.                         »  60//J  -h  (4)  37,  55,  58), 

3  »)  60m  -f-  (5,  8,  i4,  27,  45,  47,  48,  54), 

4  M  60 //i  H-  (10,  i3,  19,  52), 

5  »  60/M -4- (6,  II,  21,  26,  36,  4',  5i,  56), 
(3  »  60//1  H-  (22,  4o,  43,  49)^ 

7  I)  6o///-f-  (i5,  17,  18,  24,  35,  38,  44»  47)7 

8  »>  6o//i  4-  (7,  25,  28,  34), 

y  »  60m -h  (12,  3o,  32,  33,  39,  5o,  53,  59); 

7/1  peut  être  o. 

Au  moyen  de  ce  tableau,  le  reste  de  la  division  de  /* 


(  -^M  ) 

par  60  fera  connaître  le  dernier  chîH're  du  «'*"*  terme 
de  la  série  ou  de  u^-i . 

On  peut  remarquer  que  les  chiffres  qui  terminent  les 
3o  derniers  termtis  de  la  période  sont  les  compléments 
à  10  de  ceux  qui  terminent  les  3o  premiers. 

Il  y  a  4  termes  terminés  par  chacun  des  chiffres  pairs 
et  8  terminés  par  chacun  des  chiffres  impairs. 

2.  Formuler  les  restes  obtenus  dans  la  recherche  du 
plus  grand  commun  dwiseur  de  deux  termes  donnés  de 
la  série ^  Up  et  Uq^  en  fonction  des  rangs  p  et  q. 

Remarquons  :  i^  que,  si  Ton  prolonge  U  série  vers  la 

gauche  en  donnant  aux  termes  des  indices  négatifs,  on 

aura 

//_;,  =  14:  w,», 

suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  2°  que,  si  Ton  prend 
les  termes  de  m  en  m,  et  que  Ton  désigne  par  sf  les^lermes 
de  la  série  ainsi  formée,  on  aura,  quel  que  soit  le  point 
de  départ, 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair,  avec 

"m 

nombre  toujours  entier. 

Cela  posé,  proposons-nous  de  trouver  les  restes  ob- 
tenus dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  Up  et  Ug.  Soient,  pour  fixer  les  idées,  ^>p  et 
q  — p  z=:my  et  supposons  qu'on  prenne  les  quotients  par 
excès  si  m  est  pair,  et  par  défaut  si  m  est  impair,  de  ma- 
nière à  avoir  toujours  un  reste  moindre  que  la  moitié  du 
diviseur. 


(  ..5.-,  ) 
Les  restes  successifs  seront,  d'après  la  formule  (i), 


jusqu'à  ce  que  l'on  passe  d'un  indice  positif  à  un  indice 
négatif.  Soient  f/  le  plus  petit,  q'  le  plus  grand  des  deux 
indices  en  valeur  absolue,  et  q' — p'^zm!]  on  aura  en- 
suite 

"/»'-"»'»    'V-J/n''    •••' 

et  ainsi  de  suite.  En  d'autres  termes,  les  restes  seront  des 
termes  de  la  série  ayant  pour  indices  les  restes  qu'on 
obtiendrait  si,  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  p  et  m,  on  faisait  les  divisions  par  sous- 
tractions successives. 

Les  restes  sont  ainsi  exprimés  en  termes  de  la  série 
dont  les  indices  sont  fonctions  de  ;?  et  q.  Nous  verrons 
plus  loin  l'expression  d'un  terme  de  la  série  en  fonction 
de  son  indice. 

3.   Traiter  les  mêmes  questions  pour  la  série 
o,    I,   2,   5,    12,    ..., 
données  par  la  loi  de  récurrence 

Ua+i  =  2Un^i-^Uny' 

et  généralement  pour  les  séries  récurrentes  du  premier 
genre  données  par  la  loi 

dans  laquelle  a  et  b  désignent  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

La  période  des  derniers  chifVres  se  forme  de  la  même 


(  ..5<i  ) 
manière;  elle  est,  pour  la  première  série, 

o,   I,  2,  5,  2,  9,  o,  9,  8,  5,  8,   i; 

0  termine  les  termes  de  rang  12m  H- (1,7), 

1  »  12m  -h  (2,  12), 

2  »  12m  4-  (3,  5), 
5                           »  12m  -f  (4,  10), 

8  w  12m  -h  (9,  II  ), 

9  »  12m  -h  (6,  8). 

Aucun  terme  n'est  terminé  par  3,  4?  5,  6. 

Les  formules  qui  expriment  les  restes  obtenus  dans  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  Up  et  Uq 
en  termes  de  la  série  restent  les  mêmes  que  pour  la  série 
de  Lamé. 

Considérons  la  série 

o,  I,  Uy  à^-^b,  a'-i-2a6,  a*-h  3a'^H- 6', 
dont  la  loi  de  récurrence  est 

Si  Ton  prend  les  termes  de  m  en  m,  et  qu'on  désigne 
par  V  les  termes  de  la  série  obtenue,  on  aura 

suivant  que  ni  est  pair  ou  impair,  avec 

«m 

noiiibre  entier. 

Si  Ton  a  soin  de  supprimer,  dans  chaque  reste  obtenu 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  Up 
et  Uy,  le  facteur  b^  qui  est  premier  avec  le  diviseur, 
puis  i'"',  quand  on  sera  ramené  à  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  Upt  et  iiqi^  . . . ,  la  loi  des  restes 
sera  la  même  que  dans  les  deux  cas  déjà  considérés. 


(  •^■-:  ) 

4.  Trouver  r expression  générale  du  terme  de  la 
série,  en  supposant  1/0=0,  M|  =  i,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  a  et  b, 

La  fonction  génératrice  de  la  série  est 

I  I 


-ajc  — ^.r- 


'ib 
b         / 


\a'-\-!\b\  —a-^\a'-\-!\h  a^\a^-^l\b 

\ ^b '^    — ru — -^-^y 

u„  est  le  coefficient  de  x"""*  dans  le  développement  de 
cette  fonction  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
de  x;  on  a  donc 


ou 


Un—a''-^-^ a''-U 

1  i.'.^ 


I .  li  .  J 

Si  Ton  fait  a  =  I ,  b  =  1^  on  a,  pour  la  série  de  Lamé, 
et,  en  faisant  a  =^  9.^  b  =  \^  on  a,  pour  la  série  du  n°  3, 

INous  avons  obtenu  les  restes  de  la  reclierclie  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  Up  et  u^,  exprimés  eu 
termes  de  la  série  dont  les  indices  sont  fonctions  de  // 
et  q  \  on  pourra  donc  exprimer  les  restes  cux-iuéin(;s  (îu 
fonction  de  ^  et  </. 

Ânn.  de  Mnthémat.,  2*  8<'ri(»,  l.  XX.  (Juin  1881.)  ly 


(  •■'•'8  ) 
o.  iSi  p  désigne  un  nombre  premier  et  Up  l'expression 

démontrer  que  Up^^  ^^^  divisible  par  p  si  b  est  un  non- 
résidu  quadratique  de  p^  et  que  Up^^  ^-^^  dis^isible  parp^ 
en  exceptant  les  valeurs  de  a  pour  lesquelles  a- — b 
est  div^isible  par  /;,  si  b  désigne  un  résidu  quadratique 
de  p. 

On  a 

Up^i  ^ 

Développant  et  supprimant  les  termes  qui  contiennent 
le  facteur  p^  on  a 

l  ^^\ 

Up^^-=^2{p-^i)a\aP-^^-h  b   *    /     (mod./>). 

Or 

aP~^  ^  I     (mod.  p)  (théorème  de  Fermât), 

et,  h  étant  un  non-résidu  quadratique  de  />, 


donc 

—  I     (mod. /)); 

On 

a 

«p-HI  S 

:0     (mod./?). 

c.   0. 

(a^^H) 

p-t_( 

a^^l,^'-' 

Up-i  — 

—  2a\a''- 

\rb 

ih-haP-'b^-i-.. 

-^b   ^  ) 

—  aa  (a' 

p-n 
b   »      _  -2a(i 

-■^. 

«* —  b  a^ —  b 

Le  numérateur  ===  o(mod.  p),  c*est-à-dire  qu'il  est  di- 
visible par  p\  donc,  si  a^ —  b  n'est  pas  divisible  par/;, 
Up_%  le  sera  nécessairement. 

c.    Q.    F.    D. 


(  2^9  ) 
8.   Résoudre  complètement  Véquntion 

.r* -h  (^ -+- i)*-h. .  .-f  [ X -h  (/i  —  i)]*  =7* 

pour  les  valeurs  de  n  égales  à  2,  1 1 ,  ^3,  24. 

j:'-+-(j-H-i)*-f-...-l-  [.r4-  (/î  —  i)l* 

=  W  oT'  -H  /l  (  /l  —  I  )  X  H j^ m  j*. 

1®  Soit  n  =.'>.  : 

m 


2  .r*  -»-  2  .r  -f  I 


=.•■■=(-?-) 


—  I  H .r  -f— ^  jr*,     —  >  I , 

n  /i*  /i 

d^OÙ 

-mi  m.  —  n)  ^ 

~      2  //^  —  /;**   ' 

j:  sera  entier  et  positif  si  Ton  a 

2  /l*  —  771*  =  I       ou       2  71*  —  771*  =rr  2 . 

Dans  le  second  cas,  ttz  doit  être  pair^  posons  alors 
m  =  2m'. 

On  a  à  trouver  les  solutions  des  deux  équations 

(l)  771*  —  2  72*    -^  —  1  , 

il)  nr —  2  77l'*r^I. 

Elles  seront  données  par  les  réduites  de  rang  pair 
pour  (i)  et  de  rang  impair  pour  (2)  dans  le  dévelop- 
pement de  \l^  en  fraction  continue.  On  obtient  ainsi  les 
doubles  séries  de  valeurs 

771  =ri,  7,  4i'  289,   1893,  81 19 

n^i,  5,  29,   169,  985,  5741.   ..., 

771  =0,  4»  24.   i4o,  816,  47^6,    ..., 

71=1,  3,   17,     99,  577,  3363,   .... 


(  9.Go  ) 
On  en  déduit  les  deux  séries  de  valeurs  de  x 

j7  =r     o,  20,  696,  28660,  808760,  27804196,   ..., 
.r  =z  —  1 ,     3,119,     4059,   1 87908,     4684659,   . . . , 

qu'onjpcut  réunîrjen|une  seule 

- — I,  o,  8,  20,  119,  696,  4o59>«2366o,   187908,  808760,   . 

dont  la  loi  de  récurrence  est 

'^/l-+-3  —  7  (  ««-Ht  —  «/i+l  )  H-  "«• 

2**  Soit  72  =  1 1  : 

1 1  .r*  +  I  io.r  4-  Il  X  85  zr:  y' 
ou 

\\(x  H-5)*-hIIO=:  J*, 

V* —  1 1  (.r  -h  5)*=^  1 10. 
Posons 

r  =  ±11  (^-f-  5  —  10//), 

y  étant  évidemment  un  multiple  de  ii-,  Téquation  de- 
vient, en  divisant  par  1 10, 

{x  +  5)* —  22//  -h  I  lo/f*  =  1, 

et,  en  posant  j:  -4-  5  —  1 1  m  =  dz  ,r i , 

•  œ\  —  I  I  /l*  -irl . 

Les  valeurs  de  x^  et  de  u  sont  données  par  les  ré- 
duites de  rang  impair  dans  le  développement  de  ^i  i  en 
fraction  continue  \  ce  sont 

j:-,=  i,   10,   199,  8970,  79201,    i58oo5o,    ..., 
M  =10,     8,     60,   1197,  28880,     476408,   ..., 

et,  comme  x  =  1 1  /i  —  5  qz  .ri,  on  a  les  deux  séries  de 
valeurs  de  x 

:r  =  — 6,   18,  456,     9192,   188474»  8660878,    ..., 
^  —  —  4,  38,  854,   17132,  341876,  6820478,    ..., 


(  •>-<■>•  ) 

et  les  deux  séries  de  valeurs  correspondautes  dc^ 

j^=rii,     77,   i529,  3o5o3,     6o853i,   ..., 
jnzii,   i43,  28^9,  56837,   ii3389i,   .... 

La  loi  de  récurrence  pour  chaque  série  est 

Ua+z  =  a  1  (  Un^t  —  W/t-hi  )  -f-  ««. 

3°  Soit  /ï  =  23  : 

23  x' -H  23  X  22. r  -h  23  X  1 65  =  K* 

ou 

j'  —  23  (  X  -h  I  I  )*  =:  23  X  44 

(y  est  multiple  de  23). 

Posons 

y  =2±23{jr  -^-  1 1  —  22//); 

l'équation  devient,  en  divisant  par  23  X  22, 

(JC  ~\-H  —  23  m)* —  23//*=:  2, 

OU,  en  posant  j: H-  1 1  —  24u  =  ±x^, 
x\ —  23w'r=  2. 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  pair  correspondant  au  quotient  complet 
de  dénominateur  2  dans  le  développement  de  ^^23  en 
fraction  continue;  les  dénominateurs  des  quotients  com- 
plets sont 

7»  2,  7,  I,  7,   I,  7,   I,   .... 

,5 
Une  seide  réduite  satisfait  à  la  question  :  c'est  -• 

On  a  donc 

jCiz^Oy     u~i,     d'où     .r=:i2zp5, 
_ .jj  ^-    7»     .V—   92» 

X  "    17,       V  m  !38. 


(    262    ) 

En  donnant  à  u  la  valeur  —  i ,  on  aurait  les  solutions 

négatives 

x^— '29,    JT  =  — 39. 

4**  Soit  n  =^  9.4. 

'2ijC*'r-  24X23jr-!-4x  23x^7  =  V* 
OU 

6 (  2 a:  -i-  23 )*  H-  j  1 5o  =  r*. 

2X+  23,  1  i5o  et  j  étant  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  on  peut,  si  Téquation  est  résoluble,  satisfaire  à 
Téquation  indéterminée  du  premier  degré 

y  =^n(2jc  -\-23)  —  ii5o//, 

où^  et  j:  seraient  des  valeurs  données  satisfaisant  à  Té- 
quation  du  second  degré,  ein  et  u  des  indéterminées. 
Substituant  cette  valeur  de  j  ,  on  a 

(/i*  —  6) (2  07-1- 23)* —  2'6oonu{2jc  -h  23) -H  ii5o*a'=iiiDo. 

U  faut  que  n^  —  6  soit  divisible  par  i  i5o^  or, 

34-  —  6^ii5o. 

Posons  donc  fi  =  34  et  divisons  par  1  loo;  il  vient 

(2^-f-  23)*--68«(2.r  -h  23) -h  ii5ow'r=:  I 

ou 

(2^  H-  23  —  3/t«)*— ^"*  =  '> 

ou,  en  posant  2x  =  23  —  34"  =  ±  J"i  , 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  ^6 
en  fraction  continue  ^  ce  sont  : 

^1—1,  5,  f\c),  485,  4^01,  47^25,  470449^  4^^6965,   .... 
M tz- o,  2,  20,   198,    19G0,   19402,   i92c»6o,   1901198.   ..., 
3'4M  — 23it:.r, 


(  26,-5  ) 
d*où 

X  zzL  —  II,  25,  353,  3597,  35709,   353585,  35oo283,   ..., 
j?=^  — 12,  20,  3o4,  3ii2,  30908,   3oGo6o,  3029784,   ..., 

puis 

y  =  34,   182,   1786,   17678 

r=:34,   i58,   i546,   i53o2 

La  loi  de  récurrence  pour  chacune  des  quatre  séries  est 

9.  Démontrer,  sans  se  serv^ir  de  la  Table  des  nombres 
premiers,  que  2'*  —  1  est  un  nombre  premier. 

231— 1  —  2 147483647, 

dont  Ja  racine  carrée,  à  une  unité  près,  est  4634o. 

Il  faut  démontrer  que  2^**  —  i  n'est  divisible  par  aucun 
nombre  premier  inférieur  à  4634o. 

Or,  2'*  —  I  n'admet  que  des  diviseurs  de  la  forme 
62m  -h  I,  et  comme  ils  doivent  diviser  aussi  2^* —  2,  qui 
est  de  la  forme  t^ —  7.u^,  et  n'admet  que  des  diviseurs  de 
la  forme  8m-f-i  et  8m -f- 7,  les  diviseurs  de  2^* — i 
doivent  être  de  la  forme  248m  -H  i  ou  248 m  -h  63. 

Il  y  a  (  —f^  I  =:  1 86  nombres  de  chaque  forme  infé- 
rieurs à  46340,  parmi  lesquels  on  peut  supprimer  ceux 
qui  ne  sont  pas  premiers. 

A  cet  effet,  je  représente  les  186  nombres  de  chaque 
série  par  son  numéro  d'ordre  i,  2,  3,  4»  •  •  •  ^  '86. 

Considérons  d'abord  les  nombres  248 /«  -H  i. 

Soient  p  un  nombre  premier,  /•  le  reste  de  la  division 
de  248  par  /^,  et  n  le  numéro  d'ordre  du  premier  terme 
divisible  par/^;  on  aura 

I  -4-  nr  =  mp     ou     mp  —  nr  rr:  i , 


j 


(  '^M  ) 


n  sera  donaé  rapidement  par  Ja    réduction  de  —  en 

fraction  continue^  ce  sera  le  numérateur  de  Tavant-der- 
iiîère  réduite,  pris  avec  le  signe  4-  ou  le  signe  —  suivant 

que  cette  réduite  est  de  rang  pair  ou  impair,  -  étant  la 

première.  S'il  est  négatif,  ou  le  remplacera  parle  com- 
plément à  p.  On  effacera  les  nombres  n  -+-  hp. 

Pour  les  nombres  248''i-f-63,  il  faudra  multiplier 
cette  valeur  de  n  par  le  reste  de  la  division  de  63  par  p 
et  supprimer  le  multiple  de  p  contenu  dans  le  produit. 

En  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  aux  nombres  pre- 
miers <;  263,  il  ne  reste  dans  la  première  série  que  les 
termes 

6,  II,  17,  21,  24,  26,  29,  3'i,  35,  36,  t\\y 

45,  47,  5o,  5g,  62,  (y(S,  71,  74,  80,  81,  87, 

89,  92,  95,  96,  io4,  io5,  iio,  m,  116,  117,  120, 

125,  126,  146,  147,  i5o,  i55,  161,  162,  171,  176,  180, 

182,  186, 

où  n  représente  /î/jB/z  -4- 1,  et  dans  la  seconde  série 

r,  5,  10,  II,  20,  22,  25,  37,  46,  47>  52, 

58,  62,  G5,  68,  76,  82,  85,  86,  95,  ii3,  118, 

121,  122,  125,  i36,  137,  142,  i43,  i48,  i63,  166,  167, 

170,  172,  173,  176,  178,  i85, 

où  n  représente  248/2 -f- 63. 

En  tout,  85  diviseurs  à  essayer. 

Si  l'on  écrit  les  produits  de  2/J8  par  les  neuf  premiers 
nombres,  tous  ces  diviseurs  s'obtiendront  immédia* 
lement  ou  par  Taddilion  de  deux  nombres. 

Trois  sculemont,  3ii,  i3o3,  1489,  donnant  des  quo- 
tients de  sept  chiffres,  on  vériCe  par  la  division  ordi- 
naire qu'ils  ne  divisent  par  21 47483647»  Pour  tous  les 
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autres,  on  peut  opérer  par  logarîtlimes^  les  Tables  à 
7  décimales  donnent  avec  certitude  le  dernier  chiffre  du 
quotient,  et  Ton  ne  conserve  que  les  diviseurs  dont  le 
dernier  chiffre  multiplié  par  le  dernier  chiffre  du  quo- 
tient donne  un  produit  terminé  par  7. 

Cette  condition  n'est  remplie  que  par  les  nombres  sui- 
vants : 

.  (      5953,     17609,     i8353,     9o399,     21143, 

Diviseurs  .  .  .  J 

{    27281,     29761,     323o3,     40487. 

(360739,   121953,   117009,   105273,   101559, 
Quotients. . .  \ 

f    78717,     72157,     66/i79,     53o4i. 

Les  preuves  par  9  et  par  11  montrent  que  le  produit 
de  l'un  de  ces  diviseurs  par  le  quotient  correspondant  ne 
peut  pas  être  égal  à  2 147  483647  ;  donc  ce  nombre,  n'ad- 
mettant pas  de  diviseur  inférieur  à  sa  racine  carrée,  est 
un  nombre  premier.  c.  q.  F.  d. 

Note.  —  Il  reste  à  résoudre  les  nuihéros  6  et  7. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  ri 'une  Lettre  de  31.  flaîllecourt , 
inspecteur  honoraire  de  l'  V niv^ersite' . 

Le  principe  invoqué  par  M.  Barbarin,  dans  sa  IVote 
sur  le  planiniètre polaire  [voir  2*  série,  t.  XIX,  p.  212), 
pourrait  s'énoncer  ainsi  [voir  la  figure)  : 

Pourvu  que  B'A'=;  RA,  B  et  B'  étant  sur  une  même 
circonférence  qui  a  G  pour  centre,  l'angle  ACA'  est 
irn/ariable. 

Pour  s'assurer  de  la  fausseté  de  ce  prétendu  principe, 
il  n'est  nécessaire  que  d'examiner  un  des  nombreux  cas 


(  9.66  ) 
particuliers  qui  se  préseuteut;  prenons-en  deux  seule- 
ment. 

1°  Soient  A  et  A'  à  Tinfini-,  ACA',  égal  à  l'angle  de 
D'A'  avec  BA,  serait  égal  à  BCB',  ce  qui  est  impossible, 
puisque  B'A'  peut  tourner  autour  de  B',  sans  que  ni  B 
ni  A  soient  déplacés  ; 

a°  Si  r  est  une  circonférence  ayant  B  pour  centre, 
B' se  confond  avec  B,  B'CB  =  05  mais  A'CA^o,  sauf 
pour  le  cas  où  G  A  est  tangent  à  F  (*). 

Reste  à  expliquer  comment,  eu  partant  d'un  principe 
faux,  l'auteur  peut  arriver  si  la  démonstration  des  for- 
mules (7)  et  (8),  qui  sont  exactes. 


Réponse  de  M,  Barharin. 

Je  reconnais  pleinement  la  justesse  des  critiques  de 
M.  Haillecourt,  et  il  suffit  en  ell'et  de  jeter  les  yeux  sur 
la/ig".  I  de  mon  Article  pour  reconnaître  que  le  dépla- 
cement fini  de  la  figure  A^i  forme  variable  ABC  ne  peut 
être  assimilé  à  une  simple  ix>tation  autour  du  point 
fixe  C,  ce  qui  serait  vrai  si  la  figure  avait  une  forme 
invariable. 

Toutefois,  on  peut  voir  que,  au  point  de  vue  des  indi- 
cations du  planimètre,  tout  se  passe  en  effet  comme  si 
celte  rotation  seule  existait.  Je  me  permets  donc  de  vous 
donner  ci-après  la  nouvelle  rédaction  d'après  laquelle 
mon  Article  devrait  être  conçu,  et  vous  prie,  etc. 

On  peut  passer  de  la  position  ABC  du  levier  à  la 
position    infiniment    voisine    A'B'C   par   une    rotation 

d'angle  ACA'' =  r/(o  autour  du    point    fixe    C,    suivie 


C)  On  suppose  un  inouvrnnent  infiniment  petit. 


(  •-«:  ) 

d'une  translation  rectiligne  A^'A'  dans  le  sens  du  rayon 
vecteur CA'(//g^.  i). 


1®  L'ed'et  de  la  rotation  est  de  faire  tourner  les 
rayons  CA,  CO,  CB  de  Tangle  db)  ]  donc,  en  employant 
les  mêmes  notations  que  dans  mon  précédent  Article 
(p.  2 12-21 5)  et  en  désignant  par  rfS  l'arc  de  cercle  00", 
on  a 

p*  — :=i:(a»-hc«  — 6')—  -H  (rt-f-^^)^ScosCOB: 

dans  ce  mouvement,  la  roulette  a  enregistré  la  quantité 
dS  cos  COB  =  du  ^  ci  Ton  a 

.  dtù       ,  ,        .       _ . .  dio        ,  ,     r      • 

p'  -;-  =z  («2  ^c^—h^)---  -H  (a  H-  h)da. 


a®  Analysons  maintenant  l'effet  de  la  translation  du 
point  A  suivant  Sl'^.  Ce  mouvement  peut  lui-même  être 
considéré  (fif^,  2)  comme  la  résultante  d'une  translation 
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parallèle  qui  transporteraîl  A"B''  en  A'IV'',  suivie  d'une 
rotation  autour  de  A'  qui  porte  enfin  A'B'"  suivant  A'B'. 

Fig.    2. 

A' 


C«- 


Dans  la  translation  parallèle,  le  point  O  décrit  la  droite 
Qf'O'"  =  M'M  et  la  roulette  enregistre  un  nombre  égal 

àO'^Cy'^inO^^". 

Dans  la  rotation,  le  point  O"'  décrit  Tare  0"^Cy  et  la 
roulette  indique  un  nombre  qui  est  précisément  la  lon- 
gueur de  cet  arc;  donc  l'indication  totale  de  la  roulette 
pour  le  passage  de  (y  en  O'  est  la  somme  algébrique  des 

quantités  Qf^'Of  et  O^O'"  sinC?^^^'^ 

Désignons  un  instant  par  a  Tangle  CA''B''etpar  ^ 
l'angle  A^'CB";  l'indication  totale  dv'  de  la  roulette  pour 
le  passage  de  CK'  en  O'  est  donc 

d\>  =  A'^A'sin ol-^  ada, 

doL  étant  l'angle  ^AJ^',  Mais 

p  =^  C  A"  =z  b  ces  p  -f-  (a  -h  c)  cos  a  ; 


donc 


dp  =  A'^A'  zzz-rb  sin  ^d^  —  {a  H-  c)  sin a  ^/a, 


L 


(  '«9  ) 
donc 

é/('  =  —  ^sin^sina^^  —  {a  -h  c)  sin' a  «^a -+-  ae/a, 

enfin,  dans  le  triangle  cB^'A'',  on  a 


sina         sin  [i 
donc 

dv  ^= sin*  3 e/Q  —  (a-hc)  sin* aûfa  -+-  adoL ; 

par  conséquent,  en  définitive,  Tindication  de  la  roulette 
pour  le  déplacement  élémentaire  du  point  A  au  point  A' 
est  la  somme  algébrique  ^a  + ^('.  L'indication  totale 
correspondant  au  secteur  plan  CPQ,  balayé  par  le  pla- 
nimètre,  est  par  conséquent 

fdu-hfdi^  =  l]-^\\ 
avec  la  relation 

aire  CPQ  =  (a«  -+-  c«  —  b*)  "^IH^  ^.  (a  -+-  b)V. 

Admettons  maintenant  qu'on  fasse  décrire  à  la  pointe 
A  un  contour ^r/ne quelconque.  Je  disque  l'intégrale V 
est  nulle.  En  effet 

—  (a  -h  c)fsin^(idoL  -h  afd%. 
Or 

/sin*at/a  :=  -  a  —  -7  sin  2 a, 
2         4 

rsin«?e/pi=-?  — -î-sin2p, 


donc 


-h  (  ^  -+-C  J  (  7  sin 2a a  J  -^  aa 


(  •-'^7«'  ) 

Or,  dans  le  triangle  G  B'' A"',  la  somme  des  deux  angles 
a,  j3  est  toujours  inférieure  ou  au  plus  égale  à  tz.  Donc  ces 
deux  angles  oscillent  nécessairement  entre  zéro  et  un 
maximum  moindre  que  t:^  il  en  résulte  que,  lorsque, 
après  avoir  décrit  complètement  le  contour  fermé,  la 
pointe  mobile  â  est  revenue  au  point  de  départ,  les 
angles  a,  j3  sont  revenus  à  leurs  valeurs  initiales,  et,  par 
conséquent,  l'intégrale  définie  V  est  nulle. 

Du  reste,  dans  l'appareil  de  M.  Amsler,  CB"=  A"B''^ 
donc  OL  =z  p  et  b  =  a  -h  c.  On  a  alors 


/ 


dvT:r.  b  -  siii^^a  —  ra, 


et,  a  oscillant  forcément  entre  o  et  -  »  on  a  encore  V  =  o. 

'?. 

Par  conséquent,  suivant  que  la  pointe  fixe  G  est  à 

l'intérieur  ou  à  Tcxtérieur  du  contour  fermé,  on  a 

S  —  {a^  +  c'-  —  ^»)7:  -h  (a  -h  ^)U 
ou 

S  —  {a-^b)\j, 

Pour  répondre  maintenant  aux  objections  de  M.  Hail- 
Iccourt,  il  suffit  de  dire  : 

1°  Que  si  r    est   une   circonférence    ayant  B   pour 

centre,  AGA^  vaut  BGlr  et  non  BGB',  qui  est  nul  en 
effet,  la  rotation  dis}  ayant  pour  résultat  d'amener  B 
en  B"  et  la  translation  A'' A'  ramenant  B''  en  B. 

2®  Si  A  et  A'  sont  à  l'infini  (nous  sortons  ici  de  l'em- 
ploi pratique  du  planimètre),  comme  ils  sont  du  reste 
sur  le  même  rayon  vecteur  parallèle  à  l'asymptote  de  la 
courbe  T,  la  rotation  rfco  n'existe  plus,  et  l'angle  BGB^ 
est  nul ,  ainsi  que  AGA- .  Quant  à  l'angle  BGB',  il  est 
indéterminé,  la  ligne  B'A'  n'étant  plus  assujettie  qu'à 
être  parallèle  à  l'asymptote  et  le  point  B'  pouvant  être 
pris  en  un  point  quelconque  de  la  circonférence  GB. 


{ •■*:•  ) 

3**  Les  calculs  faits  plus  haut  expliquent  comment, 
en  partant  d'un  principe  faux,  j*aî  pu  arriver  à  un  résul- 
tat exact,  puisque,  en  appliquant  ce  principe,  j'étais 
conduit  à  négliger  des  quantités  que  l'application  du 
principe  vrai  fait  considérer,  mais  dont  Tensemble  est 
sans  influence  sur  le  résultat  final.  Ce  dernier,  dès  lors, 
doit  être  le  même  dans  les  deux  cas. 


Extrait  d'une  lettre  de  AI.  /^".  Jamet, 

En  1874,  je  crois,  xM.  Paînvin  avait  proposé ,  dans  les 
Nouvelles  Annales,  de  démontrer  que  les  quatre  hau- 
teurs d'un  tétraèdre  sont  sur  un  même  hyperboloïde.  La 
démonstration  de  ce  théorème  se  trouve  dans  plusieurs 
Ouvrages,  notamment  dans  la  traduction  allemande  de 
rOuvrage  de  M.  Salmon.  Voici  cependant  une  démon- 
stration qui,  je  crois,  n'a  été  publiée  nulle  part.  Vous 
voudrez  bien  l'insérer,  si  vous  jugez  qu'elle  puisse  inté- 
resser vos  lecteurs. 

Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  quatre  forces  se  font  équilibre,  elles  sont  situées 
sur  un  même  hyperboloïde  (  *  ). 

En  eil'et,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
une  droite  quelconque  doit  être  nulle.  Si  l'on  consi- 
dère, en  particulier,  une  droite  qui  rencontre  trois  des 
forces  considérées,  comme  les  moments  de  ces  trois 
forces  par  rapport  à  cette  droite  sont  nuls,  le  moment 
de  la  quatrième  est  nul  aussi,  et  par  suite  la  droite  ren- 
contre la  quatrième  force.  Ainsi  toute  droite  qui  ren- 
contre les  trois  premières  forces  rencontre  la  quatrième  : 

(*)  Proposé  comme  exercice  dans  l'Ouvrage  de  M.  Garcel 
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c'est  dîrc    que   les   quatre  forces   sont  sur   un   môme 
hyperboloïde. 

Cela  posé,  j'aurai  démontré  le  théorème  si  je  fifiîs  voir 
que  quatre  forces  dirigées  sui{fant  les  quatre  hauteurs 
d'un  tétraèdre  et  proportionnelles  aux  faces  opposées  se 
font  équilibre.  Or,  si  Ton  projette  les  quatre  faces  d'un 
tétraèdre  sur  un  plan,  et  qu'on  donne  à  la  projection 
d'une  des  faces  le  même  signe  qu'au  cosinus  de  l'angle 
que  fait  une  même  direction,  prise  sur  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  de  projection,  avec  la  direction  de 
la  hauteur  correspondante  qui  va,  par  exemple,  du  som- 
met du  tétraèdre  à  cette  face,  on  voit  que  la  somme  algé- 
brique de  ces  projections  est  nulle.  Or  cette  somme  est,  à 
un  facteur  près,  la  somme  des  projections  des  forces  con- 
sidérées sur  l'axe  du  plan  de  projection.  Donc  la  somme 
des  projections  des  quatre  forces  sur  un  axe  quelconque 
est  nulle. 

Il  en  résulte  que,  si  l'on  construit,  par  la  méthode  de 
Poinsot,  la  résultante  générale  et  le  couple  résultant  des 
forces  considérées,  on  trouvera  que  la  résultante  géné- 
rale est  nulle. 

Je  dis  que  le  moment  du  couple  résultant  est  aussi  nul. 
En  effet,  soit  ABCD  le  tétraèdre.  La  somme  des  moments, 
par  rapport  à  l'arête  AB,  des  deux  hauteurs  issues  des 
sommets  A  et  B  est  évidemment  nulle.  Si  Ton  désigne 
par  S|  l'aire  de  la  face  ABC,  par  a  l'angle  dièdre  des 
deux  plans  ABC,  ABD,  par  h^  la  hauteur  issue  du  som- 
met D,  le  moment,  par  rapport  à  AB,  de  la  force  dirigée 
suivant  cette  hauteur  est,  au  signe  près,  KS^  A|  cota.  Le 
moment  de  la  force  issue  du  sommet  C  est,  encore  au 
signe  près,  KSî/22COta,  Sa  désignant  l'aire  de  la  face 
ABD,  h^  la  hauteur  correspondante. 

Si  maintenant  l'on  remarque  que  ces  deux  moments  sont 
de  signes  contraires  et  que  SJi\  =  82/12^  îl  en  résulte  que 
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la  somme  des  moments  des  quatre  forces  par  rapport 
à  ÂB   est   nulle;  il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  AC  et  à  BC. 

Si  donc  Taxe  du  couple  résultant  n'est  pas  nul,  il  doit 
être  dirigé  perpendiculairement  à  la  face  ABC  ;  mais  il 
doit  aussi  être  perpendiculaire  aux  trois  autres  faces  du 
tétraèdre,  ce  qui  est  impossible.  Il  faut  donc  admettre 
qu'il  est  nul. 

Remarque,  —  Le  théorème  que  je  viens  de  démon- 
trer peut  encore  servir  à  démontrer  le  suivant,  qu'on 
dopne  souvent  comme  exercice  de  Mécanique  : 

Si,  aux  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre, 
on  applique  quatre  forces  perpendiculaires  à  ces  faces 
et  proportionnelles  à  leurs  aires ,  elles  se  font  équi- 
libre. 

En  effet,  les  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre 
sont  les  sommets  d'un  second  tétraèdre  homothétique  au 
premier  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 


Extrait  d*une  Lettre  de  M,  Ganibey, 

Permettez-moi  d'altirer  Tattenlion  de  vos  lecteurs  sur 
un  mode  de  description  des  courbes  du  second  ordre 
qui  me  semble  peu  connu. 

Soient  deux  droites  rectangulaires  indéfinies  HI,  KL, 
qui  se  coupent  en  P.  Prenons  deux  points  fixes  A  et  B 
sur  la  première  et  un  point  quelconque  C  sur  la 
seconde.  Traçons  AC  et  BC  :  élevons  en  A  une  perpen- 
diculaire sur  ACqui  coupe  BC  en  M,  et  sur  BC,  au  point 
B,  une  autre  perpendiculaire  qui  coupe  CA  prolongée  en 
M'  :  si  le  point  C  décrit  la  droite  KL,  les  points  M  et  M' 
décrivent  deux  coniques  de  même  espèce.  Cette  espèce 
dépend  des  positions  relatives  des  points  A,  B  et  P. 

Ann,  tie  Mat hémat.^  a"  ëéviA.t,  XX.  (Juin  i'<8i.)  l6 
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Supposons  (l'al)ord.  le  point  P  en  dehors  du  segment 
AB  et  à  gauche  de  A.  Les  deux  coniques  sont  alors  dos 
ellipses  ayant  la  droite  AB  pour  axe  commun.  Les  foyers 
de  la  première  sont  sur  AB^  ceux  de  la  seconde  sur  une 
perpendiculaire  à  AB.  Elles  sont  inégales,  mais  elles  ont 

la  môme  excentricité  1/  ^-  Si  Ton  pose  AB  =:  aa,  et 

qu'on  appelle  ai,  ai'  les  longueurs  des  axes  dirigés 
selon  la  perpendiculaire  à  AB,  ac  et  acMes  distances 
focales^  on  a  les  relations 


^^'  =  «'-    ;^-4, 


Si  le  point  P  s'éloigne  indéfiniment  de  A,  rexcentricîté 
tend  vers  zéro,  et  les  deux  coniques  tendent  à  se  con- 
fondre en  un  cercle  qui  a  pour  diamètre  AB.  En  effet, 
pour  AP  =  00  ,  les  deux  droites  AC  et  BC  sont  paral- 
lèles, et  AM  est  perpendiculaire  sur  BG. 

Supposons  maintenant  le  point  P  entre  A  et  B.  Les 
deux  coniques  sont  alors  des  hyperboles  ayant  le  môme 

axe  focal  AB.  L'excentricité  de  la  première  est  i/^p> 

celle  de  la  seconde  l/Vp*  Ces    rapports   sont    égaux 

quand  le  point  P  est  situé  au  milieu  de  AB,  et  les  deux 
hyperboles  se  confondent  en  une  seule  qui  est  équila- 
tère.  Quand  le  point  P  parcourt  le  segment  AB,  on 
obtient  donc  deux  fois  toutes  les  hyperboles  qui  ont 
leurs  sommets  réels  en  A  et  Ç. 

Le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  coupe  KL 
en  deux  points  C|  et  Co  ;  les  droites  BC|,  BCj  donnent 
les  directions  des  asymptotes  de  la  première  hyper- 
bole, et  les  droites  AC«,  AG2  celles  des  asymptotes  de  la 
seconde.         • 

Si   l'on  appelle  encore»  o.//y —  1,  o.V^ — 1     les  «.xes 


(  ^7^,  ) 
imaginaires  et  ac,  ar'les  distances  focales^  on  a  les  rela- 
tions 

c*        c  -        a^ 

Supposons  eniin  que  le  point  B  s*éloigne  indéfini- 
ment du  point  A ,  qui  reste  fixe,  ainsi  que  le  point  P. 

L'excentricité  i  /  ^^  tend  vers  i,  et  l'ellipse  et  l'hyper- 
bole lieux  des  points  M  tendent  toutes  deux  à  se  con- 
fondre en  une  parabole  unique,  dont  le  sommet  est 
en  A  et  dont  Taxe  est  sur  AB.  Si  l'on  fait  AB  =  oo  ,  et 
qu'on  pose  AP  =  ap,  l'équalion  de  la  parabole  sera 
^^  =1=  di  2/7X,  suivant  que  le  point  P  sera  à  gauche  ou  à 
droite  du  point  A.  Dans  ce  cas,  le  point  M  est  l'intersec- 
tion de  la  perpendiculaire  élevée  en  A  sur  AC  et  d'une 
parallèle  à  la  droite  HI  menée  par  le  point  C. 

Ainsi,  quelle  que  soit  l'espèce  de  la  conique  à  décrire, 
la  construction  reste  la  même. 

P,  S.  —  Ce  qui  précède  m'a  été  suggéré  par  l'examen 
d'un  cas  particulier  de  la  question  suivante  : 

Soient  pris  deux  points  fixes  A  <?^  B  sur  une  ellipse.  On 
trace  par  A  une  sécante  quelconque  qui  coupe  de  nou^ 
veau  l'ellipse  en  C,  on  trace  BC  et  l'on  élève  en  B  une 
perpendiculaire  sur  BC.  Cette  perpendiculaire  coupe 
AC  en  M  :  lieu  de  M  ? 

On  trouve,  dans  le  cas  général,  une  équation  du  qua- 
trième degré,  décomposable  en  trois  facteurs,  dont  deux 
représentent  la  droite  AB  et  la  perpendiculaire  h  cette 
droite  au  point  B,  et  l'autre  une  conique. 

Le  cas  particulier  est  celui  où  les  deux  points  A  et  B 
sont  aux  extrémités  d'un  axe.  Alors  la  conique  elle- 
même  se  change  en  une  droite  perpendiculaire  sur  AB. 


(are 


N«TB  RELATIVE  A  LA  «UBSTIO^  I2i« 

(voir  a*  téri«,  t.  XVI,  p.  &a.1); 

Par  m.  V.  HIOUX. 


Troux^er  l'enveloppe  d'une  sphère  qui  coupe  ortho- 
gonalement  une  sphère  fixe  donnée  et  qui  demeure  tan* 
gente  à  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  d'une 
surface  à  centre  du  second  degré  également  donnée. 

La  solution  publiée,  a*  série,  t.  XVI,  p.  5a3,  est  très 
simple  et  très  élégante,  mais  elle  n'est  pas  complète. 

Nous  nous  proposons  de  reprendre  et  d'achever  la  so- 
lution du  problème.  Établissons  pour  cela  quelques  pré- 
liminaires. 

I.  Si  un  cône  du  second  degré  a  pour  équation 

Mar»-f-Nr*-hP5--f  ...  =  o, 

pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  trièdrc  ayant  ses 
arêtes  parallèles  à  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde ayant  pour  demi-axes  a,  &,  c,  il  faut  et  il  suffit  que 
Ton  ait  la  relation 

IL  Appelons  (D)  une  déférente  anallagmatique,  (S) 
la  sphère  directrice  de  centre  O  et  de  rayon  R,  (P)  le 
plan  tangent  au  centre  de  la  sphère  variable  S  dont  on 
cherche  Tenveloppe. 

Du  point  O  abaissons  sur  le  plan  (P)  la  perpendicu- 
laire 0|jl',  qui  rencontre  2  en  m  et  m',   points  équidi- 

(  '  )  .Votn*ett.es  Annales,  '%*  f,ér\r.y  t.  H,  p.  429. 


*X/ 

a:^ 

H-  r*  -f-  z^ 

-h 

Rï' 

y 

'  = 

3R»r 

^* 

-h  V*-r5* 

-h 

K«' 

x' 

• 

f 

2R»5 

(»:-  ) 

sUnts  de  p.'.  On  sait  que  m  et  m'  sont  les  points  de  con- 
tact de  S  et  de  son  enveloppe. 

Sur  0(a',  marquons  un  point  tji  tel  que  Ton  ail 

Oix.Ofx'^.  H^ 

Le  point  [x  étant  le  pôle  du  plan  (P  )  par  rapport  à  (S), 

le  lieu  du  point  pi  est  la  polaire  réciproque  (IX)  de  (D^ 

par  rapport  à  (S).  Or,  si  Ton  désigne  par  j:,  j^,  z  les  coor 

données  du  point  m,  et  par  ocf^y\  z  celles  du  point  [x, 

on  a 

aRVr 


(2) 


d?*  -h  r*  -h  5*  H-  R* 

Ces  formules  sont  de  M.  Darboux  [Annales  de  l'École 
Normale,  i864)*  On  peut  d'ailleurs  les  établir  comme  il 
suit  : 

Les  coordonnées  du  point  m  étant  jc,  j^  z^  celles  du 
point  m*  sont 

R«a:  R«v  K^z 

J7* -H /* -h  a*  '      X* -h /* -+- 5*  '      ^*-h/'-H^'' 

puisque  Ton  a 

Om.Om'=:R*. 

Le  plan^P),  perpendiculaire  sur  Om  et  également  dis- 
tant de  m  et  de  ni\  a  pour  équation 

œX  -4-/Y  -I-  5Z  r=  l(^«  H-  ^«  -h  5*  -H  R*). 

Le  même  plan  (P)  est  le  plan  polaire  du  point 
(Ji(j/,y,  z!)  par  rapport  à  la  sphère  (S),  représentée  par 

X«  -f-  Y«  I  Z»  ^  R». 


(.78) 
On  a  don»  encore,  pour  Téquation  du  plan  (P), 

x'XH-yY-h^'Z==R*. 

En  identiûant  ces  deux  équations  du  même  plan,  on 
oblient  les  formules  (  2  ). 

m.  Lorsque  la  déférente  (A)  est  une  surface  du  se- 
cond ordre,  on  peut  toujours  supposer  son  équation  ra- 
menée à  la  forme 

(D)—Ajo^  -h  AV  H-  A"5«  -h  iCjc  --h  aCV  -f-  2C/5  -  F  ^  o. 

Alors,  si  Ton  pose 

la  polaire  réciproque  (ly)  de  (D)  paç  rapport  à 

(S)  Z=I  ^*  -H  j2  -^  ;;«  _  Rî  --  o 

est  représentée  par  l'équation 

/C.r'       C'y'       Cz'       „,\» 

L'euiploi  des  formules  (2)  donne,  pour  Téquation  de 
la  cyclide, 

(3)   1 


o. 


j         /   ,        ,       ,      aCr      2CV      2C'^      „:\* 
Si,  dans  cette  équation,  on  pose 


le  premier  membre,  après  suppression  du  facteur  com- 
mun 4  «  devient  identique  à  celui  de  [U)  débarrassé  des  ac- 
cents de  X,  y,  z.  Donc  la  cyclide  passe  par  la  courbe  sphé- 


(  279  ) 
rique  d'intersection  de  (S)  et  de  la  polaire  réciproque  de 
la  déférente  par  rapport  à  (S). 

IV.  Ces  préliminaires  posés,  nous  indiquerons  simple- 
ment la  marche  de  la  solution. 

Prenons  pour  axes  coordounés  trois  droites  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ  parallèles  aux  axes  2 a,  ai  et  ac  de 
rellîpsoïdc  donné. 

Soit  M(a,  j3,  y)  le  centre  d'une  sphère  variable  2  cou- 
pant orthogonalemcnt  la  sphère  directrice 

(S)  =:  X^  -H 72  -H  ^î  —  Rî  ^_  o. 

L'équation  de  S  est 

/(a?,  y,z)  z=:x^-\- y^  -\-  z^  —  inœ  —  2^v  —  275  -hR*—  o. 

Soit  C  {x^  ^ju ,  ^*)  le  centre  de  rellipsoide,  et  soit  P=  c» 
le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  h  S. 

Le  cône  de  sommet  C  circonscrit  à  S  a  pour  équation 

/,/_?»  .=.0, 

en  représentant  par  J\   le  premier  membre  de  f  pour 

Les  coefficients  des  termes  en  x-^j^  et  z^  sont 

/i-(^l~«)^    /.-(ri-?)S    /i-(^i-ï)^. 

En  les  multipliant  respectivement  par  a*,  b-  etc',  puis 
ajoutant,  on  doit  avoir 

Cette  équation  représente  le  lieu  du  point  M.  Elle  est 
du  second  degré  en  a,  fi,  y  et  ne  renferme  pas  les  rec- 
tangles de  ces  variables.  On  est  ainsi  ramené  au  problème 
traité  au  §  IIL 


(  28o  ) 


SOLDTIOKS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Qtwstion  329 

Toir  r*  séria,  t.  XV,  p.  3o.i }  ; 

Par  m.  a.  GENEIX-MARTIN. 

Dans  une  progression  géométrique  de  quatre 
termes,  on  donne  la  somme  des  antécédents  et  la 
somme  des  conséquents  :  trouver  ces  termes  sans  opérer 
d'élimination . 

Voici  une  solution  plus  simple  que  celle  qui  est  dou- 
née,  !'•  série,  t.  XV,  p.  3o3. 

a^b^c^d  étant  les  quatre  termes,  q  la  raison,  on  a 

b:^aqt     czz-aq*,     d:=^aq*\ 
on  a  aussi 

a  _    h  _  c 
b~^c^d 
et 

a  -h  ^-T-  c~  m, 
b  -^  c  -\-  d-^-  n, 

m  et  n  étant  des  nombres  donnés,  d'où 

a(i  H-  ^  4-7')  —  m,     aq{\  -h  q  -hq*)--n. 
Divisant  membre  à  membre, 


n 
m 


f  n8i 
Or 


a  : 


i  -¥-  q  -h  g*  n        /i*        m*  -t-  mn  -h  n* 

^       ^         I  H 1 


/n*  -T-  /w/i  -r-  /i' 

c  ~  a7«=r -, 

//i-  -r-  //i/i  -t-  n* 

d  _:  a^'  =  — ; • 

m*  -1-  /n/i  -^  /i* 


Question  1308 

(  TOir  *«  série,  t.  XVII,  p.  M3  )  ; 

Pab  m.  moret-blanc. 

Soient  O  un  point  fixe  dans  un  plan ,  M  un  point 
fjui  se  meut  dans  ce  plan,  M V  la  vitesse  à  un  instant 
f/uelconque,  MU  l' accélération.  Démontrer  que  l'aire 
du  triangle  OMU  mesure  la  dérivée  de  l'aire  variable 
du  triangle  OMV  p£u^  rapport  au  temps, 

(  Laisaut.  ) 

Soient  S  Taîre  du  triangle  OMV,  S' sa  dérivée  par 
rapport  au  temps  et  ùkt  un  temps  très  petit  que  nous 
ferons  tendre  vers  zéro.  Prenons  sur  MU  la  lon- 
gueur MUi  =  MU.  Ar^  construisons  le  parallélogramme 
MVV,U,  et  le  triangle  MOU,.  On  a 

OMVt  —  OMV 


lim- 


Lt 


Â^  at 

C.  Q.  F.  D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  G.  Bardelli,  à 
Milan;  G.  Bergmans,  répétiteur  à  ]*École  do  Génie  civil  de  Gand; 
J.  Krantz;  L.  Julliard;  Lacombe,  à  Bar-sur-Seine;  E.  Fauquembergue, 
nhaltre  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


j 


Question  1357 

(Toir  3*  série,  t.  XX,   p.  |8); 

Par  m.  a.  AIGNAN, 
Élève  du  lycée  Henri  ÏV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 

ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  sommets 
à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites  qui 
déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  : 
trouver  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant. 

(Baubariiv.) 

Nous  prendrons  comme  axes  de  coordonnées  deux  des 
côtés  du  triangle.  Soit  O  un  des  points  du  lieu  tel  que 
les  points  A',  B',  C,  obtenus  en  joignant  O  aux  trois 
sommets  et  prolongeant,  donnent 

A'C  X  B'AxC'Bru/t     ou     mnp  —  k. 

L'équation  de  CC  sera,  a,  i,  c  désignant  les  trois  cô- 
tés du  triangle, 

X       y 

— h  ' I  i:-  o, 

a       p 

celle  de  AA', 

,r  Y 

I  =  O, 


a  —  m        c 


et  les  coordonnées  du  point  O  satisfont  à  ces  deux  équa- 
tions. 

De  ces  deux  équations  on  tire 


p  =1  -^-^ — , 

c.v  -h  av  —  ac 
^-7 

On  a  du  reste 

ninp  ,—  (  flf  - 

-  m){h  —  n){r  —  p). 

{  a83  ^ 
(a  —  m)(c  —  fj)0 


mp-\-  {a^  m)(c  —  p) 


Remplaçant  m  et/;  par  les  valeurs  trouvées  plus  haut, 

on  obtient 

bcx 
ex  4-  ay 

et  Téquation  du  lieu  est 

abcxyic.r  -Ar  ay — ac)     __  . 

^ {a-^x){C'-y){cx-^ay)  ""  '' 

Le  lieu  est  du  troisième  degré  et  présente  trois 
directions  asymptotiques ,  les  directions  des  côtés  du 
triangle. 

Le  coefficient  des  termes  en  x*,  c[abcy  —  hc  -+-  A'j), 
égalé  à  zéro,  donne  F  asymptote  parallèle  à  Oo:, 

kc 

(a)  Jzr: 


(3) 


abc  -\-  k 

On  aura  de  même,  pour  Tasymptote  parallèle  à  Oj^ , 

ka 


abc 


Par  raison  de  symétrie,  nous  aurons  une  troisième 
asymptote  parallèle  à  ÂC  et  son  équation  sera 

(4)  ^'l  — "-T 7^ 

^^  abc-^k 

en  prenant  BC  pour  axe  des  X|  et  AC  pour  axe  des 
y^.  On  voit  de  plus  que  la  courbe  passe  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  parallèles  aux  côtés  opposés. 

Déterminons  la  forme  de  la  courbe  suivant  les  valeurs 
de  A. 


(  a84  ) 
Première  Partie  :  Ar^o.  —  Pour   un  point  pris  ii 
rintérieur  du  triangle , 

a  >  a-  >  o,     c  >  r  >  o,     cj;  -1-  a/  — -  ac  <  o; 

donc 

abcjcyicx  -h  ay  —  ac) 


{a  —  n ){c  —  y)(ca:  -h  ay) 


On  peut  avoir  des  points  du  lieu  k  Tintérieur,  Il  est 
aisé  de  voir  qu'il  n'y  en  aura  pas  toujours.  X:  peut  varier 
de  o  à  +  30  ,  et  le  produit  des  trois  segments,  quand  O 
est  à  l'intérieur  du  triangle,  ne  peut  dépasser  un  maxi- 
mum, qui  est  atteint  lorsque  O  est  le  centre  de  gravité 
du  triangle.  En  effet, 

mnp(a  —  m){b  —  n)(c  — p)  zn  Ar' 

en  valeur  absolue,  et  ce  produit  sera  maximum  quand  les 
produits  deux  à  deux  seront  maxima,  car  ils  le  sont  en 
même  temps  pour  m  =  ûf  —  m,  /z=é  —  /2,^  =  c  —  /^,ce 
qui  donne  bien  pour  O  le  point  de  contours  des  médianes. 

Dans  ce  cas,  kz=.  -^-  Donc,  suivant  que  Ar  sera  inférieur, 

supérieur  ou  égal  à -^>  on  aura  les  trois  dispositions 
du  lieu  (i)(2),  (3). 

Dans  le  cas  particulier  de  A:  =  -^>  le  point  de  con- 
cours des  médianes  est  le  seul  point  du  lieu  qui  soit  i 
rintérieur  du  triangle^  pour  A:  >  ~^>  il  n'y  a  plus  de 

points  de  Heu  à  l'intérieur. 

Si  k  croit  au  delà  de  toute  limite,  la  courbe  se  réduit 
À  trois  droites  indéfinies  menées  par  les  sommets  du 
triangle  parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Remoi'ifue  I.  —  On  obtient  ainsi  tous  les  points  du 
plan,  sauf  ceux  qui  sont  compris  dans  les  angles  oppo* 
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ses  par  le  «oininet  a  ceux  du  triangle  et  ceux  des  trois 

Fig.  «. 


/c 


triangles  AB|C,  CA|B,  BC,A  formés  par  les  côtés  du 
triangle  proposé  et  les  parallèles  menées  par  les  som- 
mets parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Seconde  Partie  :  ^  <  o.  —  On  peut  se  rendre  compte 
du  double  signe  que  doit  prendre  h.  Nous  compterons 

Fin.  i.' 


positivement  les  segments  dans  le  sens  des  flèches. 

Pour  un  point  de  Tintérieur  du  triangle,  les  trois 
segments  CA',  AB',  BC  sont  négatifs ,  leur  produit  est 
négatif,  et,  comme  (i)  donne  ce  produit  changé  de  signe, 
dans  (i),  il  faut  fr  >  o  pour  tout  point  k  Tintérieur  du 
triangle  ainsi  que  pour  toutes  les  régions  examinées  daii« 
la  première  Partie. 

Prenons  au  contraire  un  point  0|  dans  une  des  rc- 
r^ions  qu'il  nous  reste  à  examiner. 
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On  a  les   trois  segraents  CA',,  ABj,  AC',,  qui   spiu 

Fig.  3. 


a;        r. 


affectés  des  signes — ,-f-, — .  Leur  produit,  changé  de 
signe,  sera  bien  négatif,  ce  qui  exige,  dans  (i),  À  <^o. 

Cette  notation  du  produit  est  arbitraire;   mais,  une 
fois  que  nous  avons  fait  une  hypothèse  sur  k  pour  la 

Fig.  4. 


première  Partie ,  la  discussion  de  la  seconde  s'en  déduit 
forcément. 

Nous  supposerons  donc  A'<[o  et  nous  mettroni»  le 
signe  en  évidence. 


I  :'«:  ) 

On  aura,  pour  asymptoUî  parallèle  «  Ox, 


ko 


abc  —  /• 


Les  autres  se  déduisent  de  celle-là  par  analogie  : 
I®  Supposons  h  <iabc.   Le  lieu  passe  toujours  par 
les  points  A,B,G,  et  on  a  la  courbe  représentée  par  la 

'2**  k  :=zabc.  Les  branches  iuHnies  du  lieu,  ainsi  que 

Fig.  .'). 


les  asymptotes,  se  sont  éloignées  à  Tinfini  dans  le  sens 
négatif. 

3°  /r  ^  abc.  Si  k  =  abc  +  e,  les  asymptotes  passent 
à  -h  00  relativement  à  chaque  côté,  et,  lorsque  k  dé- 
croit, elles  ser  approchent  des  sommets  du  triangle  paral- 
lèlement aux  côtés  opposés. 

Eniin,  pour  k  tendant  vers  —  oo  ,  les  asymptotes 
deviennent  les  parallèles  aux  côtés  du  triangle,  menées 
par  les  sommets  opposés. 

C'est  le  cas  limite  de  la  première  Partie. 
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En  rcsiiiné,  pour  k  croissant  de 

Fîg.  6. 


—  zc  à  -r-  30  .  le  lîeu 


passe  par  tous  les  points  du  plan  une  fois,  et  une  fois 
seulement. 

Remarque,  —  Dans  le  cas  où  le  Heu  a  une  courbe  k 
branches  fermées,  c<îtte  courbe  n'est  pas  coupée  par  les 
asymptotes,  car  le  lieu  est  du  troisième  degré  et  ne 
peut  être  rencontré  en  plus  de  trois  points  par  une 
droite  quelconque. 


Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  A.  Baron,  élève 
du  lycée  Henri  IV;  A.  de  Vauvineux,  élève  du  lycée  de  Grenoble; 
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SUR  LES  PROPRIÉTÉS  PRINCIPALES  DES  FOYERS  DES  COURBES 
DU  SECOND  DEGRÉ  ET  SUR  LA  DÉTERiINATION  ANALYTIQUE 
DE  CES  POINTS; 

Par  m.  le  D'  A.  LETNIKOW, 

Professeur  à  l'École  impériale  technique  de  Moscou. 


1 .  Nous  supposerous  que  la  courbe  du  second  degré 
rapportée  aux  coordonnées  recti lignes  quelconques  est 
représentée  par  l'équation  générale 

(i)    /(^,.K)        Va'2-i-Ba'j-+-C7»-hDj7  4-Ey-+-F  =  o. 

Soient  Jc^yJ^  les  coordonnées  inconnues  d'un  foyer, 
et  appelons  p  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au  point 
quelconque  de  la  courbe  donnée^  en  adoptant  la  défini- 
tion connue  des  foyers  indiquée  par  Euler,  nous  aurons 

où  M,  N  et  Q  sont  les  coefticients  à  déterminer,  avec  la 
condition  que  la  fonction  linéaire  représentant  le  rayon 
vecteur  doit  avoir  la  valeur  positive  pour  tous  les  points 
de  la  courbe  donnée. 

On  démontre  très  facilement  que  les  foyers,  comme 
les  définit  Euler,  n'existent  que  dans  les  courbes  du  se- 
cond degré. 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  représenterons 
dans  la  suite  la  fonction  linéaire  ci-dessus  sous  la  forme 

(2)  p  ---iM(^  — X-,)  F-N(.r~-/i)  -^^• 

L'équation 

(3)  M(^'-.ri)-+-N(j-ji;-f-k^o, 

où  X  et  j^  sont  les  coordonnées  courantes,  représentera 

Attn.de  Mathétnac,  x*  néri.!,  l.  XX.  (Juillet  iSSl.)  I9 
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une  droite  iioinuiée  directrice  de  la  courbe  du  second 
degré.  La  distance  8  d*un  point  quelconque  de  la 
courbe  (i)  à  la  directrice  (3)  sera 


ou 


8.,  V[M(^'  — .r,)-hN(r— r,)^KJ, 


V-  ^*"^ 


6  étant  Tangle  des  axes  des  coordonnées-,  d'ail  leurs,  V  >►  o. 
On  aura  donc 

^    =L    -    =Z  £         OU         p-Sr     £0, 

où  e  est  une  constante  positive  que  Ton  nomme  excen- 
tricité de  la  courbe  (  i  ) . 

2.  11  est  évident  qu'en  général  la  directrice  ne  coupe 
pas  la  courbe,  car  autrement,  pour  le  point  d'intersec- 
tion, on  aurait  8  =  0,  et,  par  conséquent,  p  =  o,  et  le 
foyer  (^i,;ji),  dans  ce  cas  singulier,  serait  situé  sur  la 
courbe.  Le  lieu  géométrique  déterminé  par  la  condition 
,0  =^  £0  se  réduirait,  dans  ce  cas,  au  système  de  deux 
droites  concourantes  au  point  foyer  et  formant  avec  la 
directrice  de  deux  côtés  un  même  angle  ^  déterminé  par 

l'égalité  e  =  -: L'expression  du  rayon  vecteur  serait 

alors 

p..    M(.T--.r,)-+-N(r  — ji). 

Laissant  de  côté  ce  cas  exclusif,  qui  ne  présente  pas 
d'intérêt,  nous  admettrons,  dans  la  suite,  que  la  direc- 
trice ne  coupe  pas  la  courbe. 

3.  Menons,  par  le  foyer  F| ,  (  Xi ,  jt  ),  une  droite  paral- 
lèle à  la  directrice 5  il  est  évident  que  sur  cette  droite  il 
T  aura  deux  points  L  cl  L'  du  lieu  considéré,  ces  points 


(  ^{)^  ) 

claiit  détermines  par  leurs  distances  du  foyer 

FL    =:FL':=r£D, 

où  I)  est  la  distance  du  foyer  à  la  directrice.  La  corde  LL' 
est  divisée  par  le  point  F  en  deux  parties  égales^  donc 
sou  équation  est 

X,(^-  — .Ti)  H-  Y'if  V— r,)=o, 
où 

L*équation  de  la  directrice  comnic  parallèle  h  la 
corde  LL'  pourra  donc  s'écrire  sous  la  forme 

( 4)  X, (.r  —  j'-,  )  -f-  \\{y  —  vi )  -h  A-  -Tz:  (S 

où  k  est  une  constante  inconnue.  La  comoaraison  de 
Inéquation  (4)  à  Téquation  (3)  nous  donne  les  relations 

M:       XXj,       NrrrXY,,       K=:XÂ, 

Â  étant  un  facteur  positif  ou  négatif.  On  aura,  de  plus, 

(5)  p=.X[X,(.r-;r,.)4-Y,(7^r,)4-A]. 

I^e  signe  de  X  sera  déterminé  pai  la  condition  que  p  doit 
être  positif. 

4.  Soit]\I,(jr,j)  ),un  point  quelconquede  noire  courbe-, 
menons  le  rayon  vecteur  FM  et  supposons  qu'il  coupe  la 
courbe  en  un  autre  point  N,  (x',  y)  -,  nous  devrons  avoir 

(  FMzzzX[X,(^-^,)-f-Y,(r-r,)^/0, 
^  I  FN=:X[X»(a-'-.r,)4-ï,(/~7,)  +  /]. 

L*équation  de  la  corde  M!V  passant  par  le  point  F  e^t 

où 

sin(6 — a)  sîna 


sinO  '      '  sin6 


(  ''[)''  ) 

OL  étant  Taiigle  formé  par  celte  droite  avec  Taxe  des  x, 
/•  la  distance  positive  ou  négative  de  deux  points  (x^j) 
et  {jCi'iji)',  en  prenant  /\>o  si  Ton  a  j^]>j'i,  et  en  ad- 
mettant r<^o  si  le  point  (j^,j>")  est  situé  sur  la  droite 
considérée  du  côté  où  7<^j)'<.0u  aura  d'ailleurs, comme 
on  sait,  cette  relation  entre  ^  et  q  : 

/>*  H-  7*  4-  2p(/  cos6  11=  I . 

Supposons  que  le  point  M,  (j:,  j  ),  de  la  courbe  esi 
situé  sur  la  droite  (7),  du  côté  oixj  ^Ji  ;  alors  on  aura 

(8)  YM^'^:^!^:^^. 

r  q 

Il  serait  facile  de  faire  voir  que  Tautre  point  d'inter- 
section N,  [a/^j')^  ne  pourra  pas  se  trouver  sur  la 
droite  (7)  du  même  côté  du  point  F  comme  le  point  M, 
c'est-à-dire  du  côté  où  j^^  y<,  car  l'égalité 


nous  conduirait  nécessairement  à  la  conclusion  que  le 
point  N  coïncide  avec  le  point  M.  Donc,  si  nous  considé- 
rons les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  le  rayon  vecteur 
s'exprime  par  la  formule  (5),  nous  devrons  supposer  que 
l'autre  point  d'intersection  iV,  s'il  existe,  se  trouve  sur  la 
droite  (6)  du  côté  du  point  F  où  J<^,y ht  et  nous  au- 
rons, par  conséquent, 


'1  ._  y—y\ 


(9)  -  F^  ^  - 

L'élimination  de  x  et  j  et  de  x'  Qiy  des  formules  (()) 
au  moyen  des  égalités  (8)  et  (9)  nous  donne 

FM  :^\[     (X,//-- \\7)FM  -r-  A-], 
Fin  r^X[-(X,/.-Y,7)FN  ~v- k]. 


(  ^-9^  ) 
En  ëliminaut  ensuite  Xi/>  -f-  Y<  9  entre  ces  deux  équa- 
tions, nous  aurons  Texpression  d'un  théorème  connu, 

savoir,  que  la  moyenne  hànnonique  entre  les  deux  seg- 
ments déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  focale  est 
constante. 

Si  d'ailleurs  nous  appliquons  Tégalité  (10)  h.  la 
corde  LL',  dont  la  longueur  LU  =  2Pest  ce  qu'on  ap- 
pelle le  paramètre  de  la  courbe,  nous  verrons  que  la 

constante  de  la  dernière  équation  est  égale  à  p'>  et,  par 

conséquent,  le  demi-paramètre 

P-  XÀ. 

5.  Maintenant  nous  pouvons  déterminer  la  constante  k 
en  fonction  des  coordonnées  du  foyer. 

Désignons,  pour  abréger,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (1)  par  u  \  alors,  en  éliminant  x  el  y  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (7),  nous  aurons,  pour  les  points  d'intersec- 
tion de  la  droite  (  7)  avec  la  courbe  (i),  l'équation 

(11)  sr^'\-tr-\-  w,  ~o, 

en  désignant  par  U\  la  valeur  de  la  fonction  u  z=zf{^x^  y) 
quand  on  y  met  X\  ^ly\  au  lieu  de  x  et  7^,  et  en  posant, 
pour  abréger, 

\xp-^\\q~t. 

Soient  /f  et  r^  les  deux  racines  de  l'équation  (i  1  )  ;  nous 

aurons 

I  I    _/ 

/•,       /•,  "       u^ 

Posons  /•!  =  FM^  alors  /^  ^=  — FN,  et,  d'après  la rcla- 
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tioii  (i8),  nous  pouvons  écrire 

i  *   _    *^ 

En  prenant  la  somme  des  deux  dernières  égalités,  nous 

trouverons 

'}.k\  M,  —  (  '^  w,  —  k\t)i\. 

Mais  la  formule  (5),  jointe  aux  équations  (7),  nous 

donnera 

/•i  m  X^/'i -H  AX; 

en  éliminant  r^   entre    celte    dernière   équation    et    la 
précédente,  nous  trouverons  très  facilement 

k      :'?«,. 

De  manière  que  la  formule  (5)  deviendra 

(12)        p  ~X[X,(j;— j7j-f-Y,(7— j,)  -h2M,], 
«a  Téquatiou  de  la  directrice  sera 

(ï3)  X,(a7  — or,)  -h  Y,(r  — Ji)  4-  '^«i"0. 

D'après  celte  équation,  on  voit  immédiatement  que  la 
directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

De  ce  que  cette  droite,  étant  une  polaire,  ne  coupe 
pas  la  courbe,  nous  concluons  que  son  pôle,  c'est-à-dire 
le  foyer  de  la  courbe,  se  trouve  du  côté  intérieur  du 
plan  de  la  courbe,  et,  par  suite,  que  du  foyer  on  ne  peut 
pas  mener  des  tangentes  réelles  à  la  courbe. 

6.  Le  théorème  exprimé  par  la  relation  (io)  nous 
conduira  immédiatement  aux  équations  qui  servent  à 
déterminer  les  coordonnées  du  foyer.  En  eifet,  Téqua- 
tion  (il)  nous  donne 

ï  _  \  ^  _^  V  ?.—  '}Hh 


L 
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et,  d'après  la  relation  (lo),  nous  devrons  avoir 


c'est-à-dire  que  cette  expression  ne  doit  pas  dépendre 
de  la  direction  de  la  corde  focale  considérée^  autrement 
dît,  la  valeur  de  Texpression  t^  —  4^"«  ^oî^  ^^^^  indépen- 
dante de  paramètres  angulaires  p  et  q^  qui  déterminent 
la  direction  de  la  corde.  Mais  on  a 

et  nous  pouvons  poser 


COIlSl. 


fj"-  "^   q*  -^  'ipq  cosu 

Cette  dernière  condition  nous  mène  aux  équations 

X?--  4A«i  _  ^ï       'jG^i  __  XjJY,  -  2jBw, 
I  1  ces 6 

qui  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

.5.  (  Xî-Yîz:.4(A-C)/.„ 

'^     ^  )  XiYj  — 2Bwi=i(XÎ-  4A//,)«»os6, 

et  sont  les  équations  connues  qui  déterminent  les  coor- 
données d'un  foyer  de  la  courbe  du  second  degré  (i). 
Nous  aurons  d'ailleurs,  d*après  l'équation  (i4)> 

y/XJ —  4  A.  M, 

et,  par  conséquent,  le  de  mi -para  mètre  P  se  déterminera 
par  la  formule 

(16)  p-r 


2U, 


\j\\-  \\h^ 
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Ainsi,  le  paramètre  de  la  courbe  (i),  l'expression  du 
rayon  vecteur  (12)  et  Téqualion  de  la  directrice  corres- 
pondante seront  complètement  connus  si  nous  détermi- 
nons les  coordonnées  du  foyer  au  moyen  des  équa- 
tions (i5). 

7.  En  éliminant  Ui  entre  les  deux  équations  (  1 5  ),  nous 
trouverons 

(B  —  aC  cose)XÎ  —  2(A  —  G)X,Yi  —  (B  —  2 A  cose)l  J~  o, 

et  cette  équation  représente,  comme  l'on  sait,  les  axes 
de  la  courbe  du  second  degré  :  donc  les  foyers  se  trouvent 
sur  les  axes  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  on  a  B^  —  4A.C  =  o,  et 
si,  au  moyen  de  celte  condition,  on  élimine  A  de  la  der- 
nière équation,  on  trouve  sans  difficulté  que  le  premier 
membre  se  décompose  en  produit  de  deux  fadeurs  li- 
néaires, de  manière  que  l'équation  considérée  peut  se 
représenter  sous  la  forme 

[(2Ccose  — B)Xi4  (BcosO  — aC)Yi](2CXi  — BY,)=o, 

et,  comme  pour  le  cas  de  la  parabole  le  facteur 

'>C\,-    BYj    -2CD-BE, 

et,  par  suite,  est  une  constante  qui  n'est  pas  égale  à  zéro, 
Téquation  des  axes  se  réduira  à 

(17 )        (aC  cosO  —  B)Xi  -H  (B  cosô  -  -îG) Y,  =  o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  du  premier  degré  qui  repré- 
sente l'axe  de  la  parabole,  le  seul  qui  existe  et  sur  lequel 
sera  situé  le  foyer  cherché. 

Les  conclusions  de  ce  paragraphe  résultent  aussi  di- 
rectement de  la  propriété  de  la  courbe  exprimée  par  la 
relation  ci- dessus  p  =  eS,  d'après  laquelle  on  reconnaît 
très  facilement  que  tous  les  points  du  lieu  considéré  sont 


(.  -M):  ) 

disposés  symétrique  meut  par  rapport  à  la  droite  menée 
par  le  foyer  perpendiculairement  à  la  directrice^  donc 
le  foyer  est  situé  sur  un  axe  de  la  courbe  perpendicu- 
laire à  la  directrice. 

8.  Passons  maintenant  au  calcul  des  coordohnées  du 
foyer,  et  considérons  d'abord  les  courbes  ayant  un  centre. 
Comme  le  foyer  est  situé  sur  un  axe,  ses  coordonnées 
Xi  elji  doivent  satisfaire  à  Téquation  d'un  axe,  et  l'on 
aura 

(i8)  vi~-;i    -  {x(,r,-  a), 

où  a  et  ^  sont  les  coordonnées  connues  du  centre  de  la 
courbe  et  [jl  est  le  coefficient  angulaire  d'un  des  axes, 
ce  coefficient  étant  une  des  deux  racines  de  Téquation 
connue 

(19)  (B  — 2Ccose)[x*-+-':t(A  -G)ix  — (B-  2Acose)~o. 

De  cette  manière,  les  coordonnées  du  foyer  se  déter- 
minent par  la  résolution  d'une  des  équations  (i5),  com- 
binée avec  l'équation  (18).  Pour  abréger  le  calcul,  nous 
prendrons  pour  inconnues 

.r,    -a  r  ./'     et      r,  -     ^        v', 

a/  et  7'  étant  les  coordonnées  du  foyer  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnées  menées  par  le  centre,  parallèle- 
ment aux  axes  primitifs.  L'introduction  de  ces  incon- 
nues nous  donne 

X,=:2Ax'4-Br', 
Y,~  B^ M-2C/, 

w,  —  wo  -H  A  .r'*  4-  Byy'  -h  G  r'S 

où  Uo  désigne  la  valeur  de  la  fonction  u  quand  on  y 
changea:  et  j-  en  a  et  ^. 
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Les  équations  (i5)  devieadront 

(20)       1 

i     ,  ,  „   „      n(B  — ■iAcosÔ) 


OU 


_  Ai:*H-Cl)2"  BDlw-  F(B*-  \^C)  _ 
H  — î)?-  -  /\i- -  "o- 


L'équation  (18)  s'écrîra 

Celte  équation,  combinée  avec  la  première  des  équa- 
tions (20),  nous  donnera 

V   -       B«-4AG   7-:y 
(21) 


i  _  4(A    -C)«o      1^^ 

I  ^    ~         B*      4AC     ï  — as' 


4AC 

La  constante  p.  pourra  admettre  ici  deux  valeurs  dii- 
férentes,  et,  par  conséquent,  on  aura  deux  couples  de 
valeurs  correspondantes  de  x*  et  de  j^.  On  aura  ainsi 
quatre  foyers  situés,  par  deux,  sur  les  deux  axes  de  la 
courbe  et  disposés  symétriquement  par  rapport  au 
centre.  Mais  il  nous  sera  facile  de  faire  voir  que  deux  de 
ces  foyers  seront  imaginaires  et  qu'il  n'y  aura  que  deux 
foyers  réels,  situés  sur  un  même  axe  et  éloignés  à  des 
distances  égales  du  centre  de  la  courbe. 

En  elfet,  soient  [x  et  [jl'  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (19),  et  appelons  x\  la  valeur  de  x'  correspondante 
à  la  racine  [jl'^  ou  aura 

,j_  _  4(A  —  C)^/,,        I 
•''•  ~         B*— 4AC'  i-  -|x'*' 
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et,  par  conséquent, 

OÙ  i>  = p.j-     7-4  p"  •   Mais  la  condition  de  la  perpcii- 

dicularitédc  deux  axes  nous  donne 

1  -4-  |AJJ.'  -r     (  |JL     i-  |Jl')  COSÔ  rr-  O, 

d'où  l'on  déduit 

,  ,,         1  -h9.  siii^O  {x;x'  -h  |JL-  ul'* 

et  l'on  trouvera  ensuite 

I   -  (jlV''-- p.'-- »«.'---    -(i    h  jJL|JL')nang^O. 
On  aura  donc 

d'où  l'on  conclut  que,  des  deux  valeurs  j/^  et  x',^,  l'une 
est  positive  et  l'autre  négative.  Si  les  axes  de  coordon- 
nées étaient  rectangulaires,  on  tirerait  la  même  conclu- 
sion de  ce  que  l'on  aurait  dans  ce  cas 

On  voit  par  cela  que  l'on  aura  deux  valeurs  réelles 
égales  et  de  signes  contraires  pour  j/ et  de  même  pour  j  ', 
et  que  les  deux  autres  valeurs  de  a/  et  de  y  seront  ima- 
ginaires. Ainsi,  dans  les  courbes  du  second  degré  ayant 
un  centre,  il  ny  aura  que  deux  foyers  réels  se  trouvant 
sur  un  axe  de  la  courbe  et  disposés  symétricfuement  par 
rapport  au  centre. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  est  très  facile  de  voir 
que  chacune  des  équations  (i5)  se  réduit  à  une  équation 
du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  Xx  et  ii . 


(  3o(,  ) 
Ces  deux  équations,  ou  Tune  d'elles  combinée  arvccl  e- 
quation  de  Taxe  (17),  nous  donneront  les  coordonnées 
du  foyer.  Nous  n'eli'ectuerons  pas  ces  calculs,  qui  sont 
d'ailleurs  développés  partout. 

9.  Il  nous  sera  facile  maintenant  de  manifester  les 
propriétés  principales  des  rayons  vecteurs  menés  de 
deux  foyers  d*une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe. 

Considérons  d'abord  une  ellipse.  Soient  O  son  centre, 
F|  et  F2  ses  deux  foyers  5  la  droite  qui  les  joint  est  Taxe 
focal.  Dans  ce  cas  le  centre  de  la  courbe  se  trouve,  comme 
on  sait,  dans  la  partie  intérieure  du  plan  de  la  courbe, 
de  même  que  les  deux  foyers  F|  et  Fo.  La  directrice  cor- 
respondante au  foyer  F| ,  étant  la  polaire  de  ce  point,  se 
trouve  tout  entière  dans  la  partie  extérieure  du  plan  de 
la  courbe,  et  elle  est  perpendiculaire  à  Taxe  focal.  La 
directrice  correspondante  à  Tautre  foyer  aura  une  situa- 
tion analogue  par  rapport  à  ce  foyer,  et  elle  sera  symé- 
triquement placée  avec  la  première  directrice  par  rap- 
port au  centre  de  la  courbe.  Soit  M(x^j)  un  point 
quelconque  de  la  courbe;  on  aura,  d'après  la  for- 
mule (i5), 

où 

v/x;-4A«, 

La  même  formule  nous  donne,  pour  l'autre  rayon  vec- 
teur, l'expression 

F,M  —  p,-=  X,[X,(^  —  a:,)  4-  Y,(.r  —  .r,)  4-  a «»], 

où  X2  et  j^2  sont  les  coordonnées  du  foyer  F2,  et  Xj,  X^, 
Y2,  Ua  désignent  ce  que  deviennent  X|,  X|,  Y|,  u^  quand 
on  change,  dans  ces  expressions,  Xt  et  ju  en  X2  et  y^. 
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L'équation  delà  directrice  correspondante  au  foyer  F< 

est 

X j  ( ar*  —  ^"i  )  -}-  \\  (  r  —  y^  )  -i-  2  w,  —  o. 

Pour  X  =  au  et  y  :-^yi,  le  premier  membre  de  cette 
équation  se  réduit  k  2U^'^  mais,  comme  un  point  quel- 
conque M  de  la  courbe  est  situé,  il  est  évident,  du  même 
côté  de  la  directrice  que  le  foyer  Fj,  nous  devrons  con- 
clure que  l'expression 

\i(x-  Xi)  -i-Yi(v~7,)-{-2Wi 

pour  tous  les  points  de  la  courbe  aura  le  même  signe 
que  U|,  et,  par  conséquent,  dans  l'expression  donnée 
plus  haut  pour  le  rayon  vecteur  pi,  le  signe  de  X|  doit 
être  le  même  que  le  signe  de  u^.  Des  considérations  ana- 
logues nous  amènent  à  conclure  que,  dans  l'expression 
du  rayon  vecteur  pt,  le  facteur  X2  doit  être  pris  avec 
le  même  signe  que  u^*  D'ailleurs,  comme  on  a 

"i---/(«"^',  ?-/)  ^  wo-r-  \.r'î-hBxy-:-cys 

nous  aurons  Ui=  Mj,  et  les  facteurs  X|  et  )v2,  dans  les 
expressions  de  pi  et  de  p2,  auront  le  même  signe.  D'un 
autre  côté,  on  aura 

X^-^.-{2Aa:'  1-B/)  =:-  -X,, 

d'où  il  suit  que  X|=).2.  Par  conséquent,  en  ajoutant 
les  deux  expressions  de  pi  et  de  p2,  on  trouvera 

Pi  +  p2  ■--■  2Xi(-  X,j:'    -  Yj/-t-  2Mi). 

Mais,  d'après  un  calcul  immédiat,  on  a 

-  -  X|  .r'    r  Yj/'  -i-  2  Ml  in^  2  Uq, 


J 
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ta  enfin 

p,  "i-  Pj  -—      -_:■ rzz  consl. 

Cette  égaillé,  exprimant  la  propriété  fondamentale  des 
rayons  vecteurs  menés  de  deux  foyers  d'une  ellipse  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne  aussi  la  lon- 
gueur de  Taxe  focal  de  l'ellipse. 

Passons  à  l' hyperbole.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  la 
courbe  est  situé,  comme  on  sait,  dans  la  partie  du  plan 
extérieure  à  la  courbe,  les  loyers  se  trouvant  toujours 
dans  la  partie  intérieure^  d'ailleurs,  Taxe  focal  est  Taxe 
transverse  de  la  courbe.  Le  centre  et  le  foyer  se  trouvent 
ici  de  deux  côtés  différents  de  la  directrice  correspondante 
au  foyer  considéré.  En  effet,  si  nous  prenons  l'équation 
de  la  directrice  correspondante  au  foyer  Fj ,  ' 

Xi(a7-   .r,)-hYi(7— ji)-h2ai~o; 

alors  la  substitution  des  coordonnées  du  foyer  Xy  et  j\^ 
au  lieu  de  x  et  de  y^  dans  le  premier  membre  de  cette 
équation,  nous  donne  21/4,  tandis  que  si  nous  mettons^ 
au  lieu  de  x  et  de  y^  les  coordonnées  du  centre  a  et  P, 
nous  verrons  que  le  premier  membre  de  cette  équation 
se  réduit  à 

mais,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  U|  et  u^  ont  des  signes 
différents. 

Les  valeurs  des  rayons  vecteurs  menés  de  deux  foyers 
\\  et  F2,  au  point  M(x,  j^)  de  la  courbe,  seront  ici 

Si  le  point  M  est  pris  sur  la  branche  de  la  courbe  voi- 
sine du  foyer  F^,  alors  il  est  évident  que  les  deux  points 


(  '6o'S  ) 
M  et  Fi  se  trouvent  crun  même  côté  de  la  directrice  cor- 
respondante au  foyer  F| ,  et  par  conséquent  le  l'acteur  Ai 
aura  le  même  signe  que  «j.  Au  contraire,  le  point  M  et 
le  foyer  F2  se  trouveront  évidemment  de  deux  côtés  dif- 
férents de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F|,  et, 
par  conséquent,  X^  ^^  ^i  ^^^  ^^s  signes  contraires.  Mais 
ici,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  aura 

Xj=z—  X,,       Y2    :    —  Y,,       ll^-Uiy       X,=r      Ovp 

Donc 

p,  --:_  X,  [  X^  ( .r  -  j?j  )-+-¥,(  y  —  y^  )  -  2  tt,  ). 

En  prenant  la  diiïérence  des  deux  expressions  de  pj  et  de 
p-j,  nous  trouverons 

C,  —  Pi  ir.  -    __- :  ~  OOIlSl., 

où  le  radical  aura  le  signe  opposé  au  signe  de  i/o- 

La  dernière  égalité,  exprimant  la  propriété  fondamen- 
tale des  rayons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  de  Tlij- 
perbole  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne 
aussi  la  longueur  de  Taxe  focal . 

10.  Pour  conclusion,  nous  donnerons  une  formule 
très  simple,  qui  peut  servir  à  calculer  rexcentricilé  de 
la  courbe. 

.Supposons  que  Taxe  focal  coupe  la  courbe  en  deux 
points  (sommets)  Ai   et  A2,  dont  le  premier  est  situé 
entre  le  foyer  F|  et  le  point  D  d'intersection  de  l'axe  fo- 
cal et  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F| .  En  ■ 
posant  A|F|  =  /'et  A,D=rf,  nous  aurons 

où  P  est  le  demi-paramètre.  La  même  condition  p  =  £o, 
appliquée  au  point  Ao,  nous  donnera 
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OÙ  '2(1=  A|  Aa  est  la  longueur  de   Taxe  focal.  Remar- 
quons, d'ailleurs,  que  Ton  a 

En  éliminant  ensuite  y  et  d  entre  ces  trois  équations, 

nous  trouverons 

F 

a 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut  que,  pour  Tellipse  vi 
pour  Thyperbole,  on  a  la  même  expression  de  la  lon- 
gueur du  demi>axe  focal,  savoir 

Par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (16),  nous  au- 
rons 

£*     -     I  ^ . 

D'après  cette  formule,  nous  pouvons  calculer  la  va- 
leur de  l'excentricité  e  en  fonction  des  coordonnées  Xi 
ety^  d'un  foyer  Fj . 

Pour  une  ellipse,  les  valeurs  11^  et  Uq  ont  le  même 
signe  et,  par  suite,  e  est  moindre  que  l'unité^  pour  une 
hyperbole,  au  contraire,  ces  deux  valeurs  ont  des  signes 
différents  et,  par  conséquent,  s  est  plus  grand  que  Tunité. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  les  coordonnées  du  centre 
sont  infinies  et,  par  suite,  on  a  Uo  =  <>o  et  rexcentrîcilé 
£  =  1. 

Du  reste,  la  valeur  de  rexcentricité  pour  une  para- 
bole résulte  directement  de  ce  que,  le  second  point  d'in- 
tersection de  Taxe  focal  et  de  la  courbe  étant  éloigné  à 
l'infini,  son  conjugué  harmonique  A|  doit  se  trouver  au 
milieu  de  la  distance  F^  D  ;  donc  A|  F|  =  Ai  D  ou  /=  r/, 
et,  par  suite,  s  =  1 .  Pour  tous  les  points  de  la  parabole 
on  aura  donc  p  =  S. 


(  :^o5  ) 

KOTE  DE  GÊOIIÊTRIE-, 

Par  m.  a.  DROZ. 


Dans  Vyi perçu  historique,  Cliaslcs  cite  Je  théorème 
suivant  : 

Le  plan  tangent  et  la  normale  en  un  point  P  d'une 
surface  du  second  degré  coupent  un  des  plans  diamé- 
traux de  la  surface  suivant  une  droite  et  un  point  tels, 
que  le  point  est  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  la 
conique  focale  contenue  dans  le  plan, 

La  démonstration  analytique  est  bien  simple* 

Soit  "f-  -^  'ivï  ^~  Tv  =  ^  réquatîon  d'une  surface    du 

second  degré  à  centre. 

Le  plan  tangent  au  point  (pif^y\  z')  de  la  surface  aura 

pour  équation 

a'.T         vv'        zz' 

Ce  plan  coupe  le  plan  des  xy  suivant  une  droite  qui 
aura  pour  équations 

Équations  de  la  normale  en  {ocf^j\  z')  : 

Celte  ligne  coupe  le  plan  des  xj  en  un  point,  dont 

4fin.  /ieMathémat.^  •j'^  série,  l.  XX.  (Juillet  1881.)  ?0 


(  3o(3  ) 
les  coordonnées  sonl 

L  M 

Si  Ton  clierclie  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la 
conique  focale 


^«  y' 


on  trouve 


L  — N  ^  M—  N  ■"  ^' 


û^ûr         yy 
17  ^-  M  '='' 


équation  qui  est  la  même  que  Tëquation  ( i). 

Une  surface  du  second  degi'é  S  est  coupée  jyar  un 
plan  P  suivant  une  conique  C2.  Construisons  en 
chaque  point  de  C2  la  normale  à  S.  Toutes  ces  nor- 
males forment  une  surface  réglée  du  quatrième  degré  S*. 

CUasles  fait  usage  du  théorème  précité  [Journal 
de  Liouville)  pour  prouver  que  S4  peut  être  coupée 
par  une  inBuité  de  plans  suivant  des  coniques.  On 
démontre  facilement  que  cette  surface  est  du  quatrième 
degré  et  qu'elle  possède  une  courbe  double  du  troisième 
degré.  Si  par  un  point  Q  quelconque  on  mène  toutes 
les  parallèles  aux  normales  de  S,  ces  lignes  seront  sur 
un  cône  du  second  degré. 

Car,  par  le  point  Q,  menons  un  plan.  Si  du  point?:,  pôle 
de  P  par  rapport  à  S, on  abaisse  la  perpendiculaire  ity,  ou 
pourra  mener  par  cette  ligne  deux  plans  tangents  *î  la 
surface  en  des  points  de  C2.  Les  normales  en  ces  points 
seront  parallèles  au  plan  mené  par  Q.  Chacun  de  ces 
plans  contient  donc  deux  génératrices  du  cône  ^  il 
est  du  second  degré.  Le  plan  infini  coupe  la  surface  S|, 
d'abord  suivant  la  conique  qu'elle  a  en  commun  avec  le 
cône,  et  suivant  deux  droites,  les  normales  de  S  aux 
points  infinis  de  C^.  La  section  étant  du  quatrième  degré, 
la  surface  réglée  S^  est  du  quatrième  degré. 


(  3o7  ) 

Si  dû  point  tz  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le 
plan  P,  on  pourra  mener  par  celte  droite  deux  plans 
tangents  à  la  surface  S  en  des  points  dé  C2,  et  les  iv>t- 
males  en  ces  points  sont  dans  le  plan  P. 

Donc,  il  y  a  sur  le  plan  P  trois  points  par  lesquels 
passent  deux  des  génératrices  de  S4.  On  en  déduit 
qu'il  y  a  sur  S^  une  courbe  C»  du  troisième  degré,  par 
chaque  point  de  laquelle  passent  deux  des  normales 
de  S.  C3  est,  pour  cette  raison,  une  courbe  double  du 
troisième  degré  sur  S 4 . 

Un  plan  quelconque  coupe  donc  S4  suivant  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  points  doubles. 

Cha(|ue  plan  passant  par  une  normale  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  du  troisième  degré  avec  un 
point  double. 

Cliaque  plan  contenant  deux  normales  coupe  encore 
S4  suivant  une  conique. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1879 

(foir  9*  ■érl«,  t.  XIX,  p.  174). 
RHÉTORIQUE. 

Par  m.  a.  LEINEKUGEL. 

Soit  AR  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée; 
on  prend  entre  A  et  B,  sur  la  droite  AB,  tm  point  C, 
et  sur  AC  comme  diamètre  on  décrit  une  demi-circon- 
Jerence;  par  le  point  B  o/t  mène  une  tangente  à  cette 
demi-circonférence  ;  soit  D  le  point  de  contact^  et 
soit  E  le  point  où  cette  tangente  rencontre  la  perpendi- 
culaire menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A  : 


(  3o8  ) 

Déterminer  le  point  C  de  telle  façon  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  figure  autour  de  la  droite  AB,  la  sut  face 
engendrée  par  tare  de  cercle  AD  et  la  surface  engen- 
drée par  la  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  rajh- 
port  égala  un  nombre  donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité,  appliquer, 
dans  le  cas  particulier  oiim  est  égal  à  ^^  et  dans  ce  cas 
trouver  le  rapport  des  surfaces  engendrées  par  les  deux 
portions  BD>  DE  de  la  droite  BE. 

Soient  AB  =  /,  AC  =  2  a:,  et  H  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  de  tangence  D  sur  la  droite 
AB. 

Les  surfaces  que  décrivent  Tare  de  cercle  AD  et  la 
portion  de  droite  BE  ayant  respectivement  pour  mesure 
2TZX.AH  et  Tt.BE.AE,  on  a,  d'après  Ténoncé, 

(i)  207.  AHizzm.BE.AE. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  décrit  sur  AC  comme  dia- 
mètre; le  triangle  rectangle  ODB  donne 


d'où 


OD  -  OH.  OB  m  01I(/  -  x). 


OH        ^'^^ 


et  par  suite 


l  -~  X  l  —  X 

x^  Ijc 


En  outre,  les  triangles  rectangles  ODB,  BAE  étant 

semblables,  on  a 

BE        AE       BA 
BO  ~  OD  "^  BD  ' 


ou,  parce  que  BD=  ^BA.BC  =  yjl{l —  ax), 
BE         AE  l 


(  3o9) 
il  s'ensuit 

\/7(/ — 2a:)  \Jl(l—  iœ) 

d*où 

(3)  BE.AE^^^-"— ^. 

En  remplaçant,  dans  Téquation  (i),  AHet  BE.AE  par 
les  valeurs  obtenues  (a)  et  (3),  il  vient 

ilx^  lx(l~œ) 

z=z  m- 


l  —  JU  t  —  ÀX 

et,  en  réduisant, 

(4)  a?*(/w  4-4)  — 2/(/n -Hi)^-hm/'i=o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation^ 
c'est-à-dire  de  la  possibilité  du  problème  proposé,  est 

•i 
Dans  le  cas  particulier  de  m  —  -y  les  deux  racines  sont 

égales  k-x9  et  la  valeur  de  AH  devient 


4  , 

AB 

2 

Le  point  H  étant  alors  au  milieu  de  AB,  on  a 

HD^~  AE,   BD  T  iBE; 
il  en  résulte 

sïï7f"BÈ"4' 

et,  par  conséquent,  le  rapport  des  surfaces  engendrées 


1 3ïû  ) 

par  les  deux  portions  BD,  DE  de  la  droite  B£  est  égal 


,   1 


Note.  --  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Lez. 


SECOPiDB. 

Par  m.  h.  LEZ. 

Premièhe  question.  —  On  donne  deux  droites  pa- 
rallèles RR',  SS',  et  une  droite  perpendiculaire  à  ces 
parallèles  rencontrant  RR'  en  A  et  SS'  en  B.  Sur  RR', 
à  partir  du  point  A,  on  porte  une  longueur  arbi^ 
traire  A  A',  et  sur  SS'  à  partir  du  point  B,  et  du  même 
côté  par  rapport  à  AB,  on  porte  une  longueur  BB' 
telle  que  le  produit  des  longueurs  A  A',  BB'  soit  égal  au 
carré  de  AB  ;  on  mène  les  droites  AB'  et  BA',  et  l'on 
désigne  par  M  leur  point  de  rencontre;  on  mène  par  le 
point  M  une  perpendiculaire  à  AB,  et  ton  désigne  par 
P  ef  Q  les  points  oh  elle  rencontre  les  droites  AIj,  A'B'- 
Enfin,  on  désigne  par  C  le  point  oit  la  droite  A'B'  ren- 
contre la  droite  AB. 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on 
fait  varier  la  longueur  A  A' 5 

2®  Démontrer  que  le  point  M  est  le  milieu  de  PQ  ; 

3®  Démontrer  que  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe 
que  décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

i*^  Si  Ton  prend  sur  la  droite  SS',  à  partir  du  point  B, 
et  dans  le  sens  oppose  à  BB',  la  longueur  BD  ==  AA',  le 
quadrilatère  ADBA'  sera  un  parallélogramme;  et,  k  cause 
de  la  relation  AB*  ~-.  BD.BB',  le  triangle  DAB'  sera  rec- 
tangle en  A.  Les  droites  BIVI,  DA  étant  parallèles,  Tangie 


(3..   ) 
B\IA  est  le  supplément  de  l'angle  droit  DAM;   donc 
Tangle  BMA  est  droit,  et,  par  conséquent,  le  lieu  du 
point  M  est  la  eirconférenee  décrite  sur  AB  comme  dia- 
mètre. 

2?  On  sait  ([ue  la  droite  menée  du  point  C  de  ren- 
contre des  côtés  AB,  A'B'  non  parallèles  d'un  trapèze  au 
point  M  d'intersection  des  diagonales  passe  par  les 
milieux  E,  F  des  bases  A  A',  BB'.  La  droite  PQ,  étant  pa- 
rallèle aux  bases  AA'et  BIV,  sera  divisée  en  deux  parties 
égales  par  la  droite  CEF^  donc  M  est  le  milieu  de  PQ. 

3**  Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre;  les  droites  MO, MF  étant  menées  du 
sommet  M  de  l'angle  droit  des  triangles  rectangles 
AMB,  BMB'  aux  milieux  O,  F  des  hypoténuses  AB,  BB', 
on  a 

5m^  =  (3bM    et  "FMB^rrzîmf; 
il  s'ensuit 

"OM^  -^  FMB  rrz  ÔBM  -H^BM 
ou 

Î)MF'^'6b]F'. 

Donc  l'angle  OMF  ou  OMC  est  droit,  et,  par  consé- 
quent, la  tangente  au  point  M  à  la  circonférence  que 
décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

Deuxième  questioix.  —  Soit  a  la  longueur  du  côte 
d'un  triangle  équilatéral  ABC  :  calculer  la  distance 
du  point  A  à  un  point  M  situé  sur  AB,  entre  A  et  B,  de 
façon  que,  si  l'on  désigne  par  P  e^  Q  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  AC,  BC 
du  triangle,  le  rapport  de  l'aire  du  quadrilatère  APQB 
à  Faire  du  triangle  ABC  soit  égal  à  un  nombre 
donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité  ;  appliquer  en 


(  3...  ) 

i5  ,  #  '         • 

supposant  m  =  ;.—  >  et,  dans  ce  cas,  aetenniner  par  une 

construction  géométrujue  la  position  du  point  M. 

En  désignant  para:  la  distance  chercliée  AM,  ou  voit 

facilement  que,   les   angles  MAP,  MBQ   étant  de  60", 

on  a 

.  r>       AM       X  „ ,-.       BM        a  —  x 

AP— =  -       et       BQ    ~ zrr 

22  ^2  2 

Si  l'on  abaisse  des  points  B  et  Q  des  perpendiculaires 
BH,QR  sur  AC,  la  similitude  des  triangles  QCR,  BCH 
donnera 

QR_  BH       y/3 
QC  ~  BC  ''^''   2  ' 
d'où 


j  QK^_QC  ^  ^  (BC  -  BQ)  "^^ 


2  "^2 


D*autre  part, 


PC=:AG  — AP  -a-  ''. 

2 


Ainsi,  Taire  du  triangle  PQC,  ou     — '-^    ,   a  pour 
valeur 

Or,  le  quadrilatère  APQB  s'obtient  en  retranchant 
du  triangle  ABC  le  triangle  PQC  5  donc  Taire 

APQB^'"'/- -(2a--^)(a4-^)-^^-==  (x«-«^-f-2an  ^, 


(  3i3  I 
et  le  rapport    ,  J^^    a  pour  expression 


.r*  —  aûT  f-  2a' 


4  a* 

Donc,  d'après  Ténoncë, 

X*  —  ax  -4-  *>,a^ 
-     -  r —  m 

ou 

(i)  ^*      a^  H- 2a*  (i — 2/n)  -  o, 

Celte  équation  donne 
a 


X 

2 


Pour  m  <C^  -^7  les  deux  racines  de  Téquation  sont  ima- 
ginaires \  si  /n  =  ^j  les  deux  racines  sont  égales  à  -;  le 
point  IVI  est  alors  le  milieu  de  AB. 

Lorsque  m  est  compris  entre  -^  et  -  >  les  deux  racines 

sont  réelles,  positives  et  moindres  que  a  ou  AB.  Pour 

m  =  .;->  par  exemple,  a:  :::=-(  i  _j  —-)  les  valeurs  do  x 

ou  de  AMsont,  dans  ce  cas  particulier,  égales  à  la  moitié 
du  côté  ABdu  triangle  équilatéral,  augmenté  ou  diminué 
du  quart  de  la  diagonale  du  carré  construit  sur  ce  côté. 

Si  m  r=    ^  on  a 

2 

X  ---.-  o     et    X  -   a. 
Pour  m\y  -  y  Tune  des  deux  racines  de  l'équation  (  i  )  est 

négative  ^  l'autre  est  positive,  mais  plus  grande  que  le 
côté  a  du  triangle  équilatéral.  Ainsi,  la  question  n'admet 
aucune  solution  lorsque  le  nombre  donné  m  est  égal  à 


(  3.i  ) 
-  OU  plus  grand  que-;  elle  est,   de  môme,   impossible 
quand  m  est  moindre  que-^- 

Note.  —  Solution  analogue  de  M.  Leinekugel. 


CONCOURS  GBXBRAL  DE  1880 

(TOir  a*iérle,  t.  XX,  p.  iSr.). 

philosophie. 
Par  m.  MORET-BLANG. 

La  Terre  étant  supposée  sphérique,  on  considère  le 
point  M  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la 
longitude  : 

I  ^  Déterminer  le  lieu  des  projections  M  sur  te  plan 
de  Véquatenr; 

2°  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  Véquateur  à  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

Soient  O  le  centre  de  la  Terre  et  B  le  point  où  le  demi- 
méridien  de  M  coupe  Téquateur. 

i**  Les  arcs  MB,  AB  étant  égaux,  les  points  IVI  et  A  se 
projettent  au  même  point  ni  sur  Tintersection  OB  des 
plans  de  Téquateur  et  du  méridien  de  M.  Le  point  m  est 
la  projection  de  M  sur  le  plan  de  Téquateur.  L'angle 
AmO  étant  droit,  le  lieu  du  point  m  est  la  circonférence 
décrite  sur  AO  comme  diamètre. 

2"  Le  triangle  A/wM  étant  rectangle  eu  m  et  de  plus 
isoscèle,  l'angle  MAm  de  la  droite  AM  et  de  sa  projec- 
tion Km  sur  le  plan  de  l'équateur  est  de  45**.  Par  suite, 
la  droite  ÂM  fait,  de  même,  un  angle  de  45®  avec  la  per^ 


(  ;i'->  ) 

pendiculaire  AC,  élevée  en  A  au  plan  de  Téquateur.  La 
droite  AM  appartient  donc  à  la  surface  d'un  cône  de  ré- 
volution ayant  A  pour  sommet  et  AC  pour  axe,  et  dont 
les  génératrices  fout  avec  Taxe  un  angle  de  4^^-  Le  lieu 
de  la  droite  AM  est  la  partie  de  la  surface  de  ce  cône 
qui  est,  par  rapport  au  plan  tangent  à  la  sphère  en  A, 
située  du  même  côté  que  la  sphère. 


RHÉTORIQrE. 

Par  m.  MORET-BLANC. 


Aux  deux  extrémités  A  ei  B  du  diamètre  AB  d'un 
detni-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes  ;  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  troisième  tangente  de  manière  que  le  volume  en- 
gendre  par  le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du 
diamètre  AB,  et  la  sphère  engendrée  par.  la  rés^olution 
du  demi-cercle  autour  de  son  diamètre,  soient  entre 
eux  dans  le  rapport  de  m  à  i.  Discussion, 

Soient  O  le  centre  du  demi-cercle,  R  son  rayon  et  E  le 
point  de  contact  de  la  tangente  CD.  Posons 

AG~x,     BD^/. 

Le  trapèze  ABDC,  en  tournant  autour  de  AB,  en- 
gendre un  tronc  de  cône  dont  le  volume  a  pour  ex- 
pression 

et  Ton  a 


(  3.6  ) 

OU 

(  I  )  jc^  -h  y^  -r  joy  ~-  2  m  R*. 

Les  lignes  OC,OD  étant  les  bissectrices  des  angles 
supplémentaires  DCA,  CDB,  la  somme  des  angles  OCD 
et  ODC  égale  un  droit,  et,  par  suite,  Tanglc  COD  est 
droit.  D'ailleurs 

AC~CE-,r,      DE~j. 

Le  triangle  rectangle  COD  donne 

(2)  ;rj-_-i:R*. 

En  combinant  les  équations  (i)  et  (2),  on  a 

{ac  -hyy=(2m-h  i)R*, 

(^-j)«=:(2m-3)R«, 
d'où 

R  [v/2  771  4-  I  -H  v/  2  m  ~  3  ] 

;r  nz , 

2 

R  [  i/2  m-h  I  —  \/2  m  —  if] 

y^- ~- 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait 

3 


2 


Dans  le  cas  du  minimum, 


3  u 

m  :rz  -)      J?  =z  V  m:  H . 

2  '^ 


Le  tronc  de  cône  se  réduit  au  cylindre  circonscrit  à  la 
sphère. 


(^'7  ) 

SECONDE. 

Par  un  ABONNÉ. 

Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  D ,  et  ton  fait 
passer  deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A^  B,  D, 
l'autre  par  les  points  A^  C,  D  ;  soient  O,  C/  les  centres  de 
ces  circonférences.  On  propose  : 

I**  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
circonférences  est  indépendant  de  la  position  du  point 
D  sur  le  côté  BC  ; 

2**  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
longueur  possible  ; 

3®  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
Ml  triangle  ABC; 

4**  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  qui  par- 
tage la  droite  0(y  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m  ^  n\  on  examinera  le  cas  particulier  oà  le 
point  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  OO'. 

La  droite  OCX  étant  perpendiculaire  à  AD  en  son 
milieu  rf,  les  angles  AO^Z,  ABD  ont  chacun  pour  me- 
sure la  moitié  de  Tare  AD  de  la  circonférence  O,  et  les 
angles  AO^d,  ACd  ont  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AD 
de  la  circonférence  (Y  ;  donc 

ÂO(yi^  AB^     et     AO^^IC^, 
d'où 

AO        \B 

À(r  """AC' 
et,  par  conséquent: 

I ®  Le  rapport  des  rayons  AO,  AÇ/  des  circonférences 


(  3.8  ) 
G,  O^  est  MiJgpriidaat  de  la  position  du  point  D  sur  le 
côté  BC. 

2*"  Les  angles  des   triangfes  lectangles  A^O,  KdOI 
étant  invariables,  il  en  ost  de  même  des  rapports 

AO        AO' 
A^'        A^^    . 

il  s'ensuit  que  les  plus  petites  valeurs  des  rayons 
AO)  AO'  correspondent  au  minimum.de  Kd  o\x  de  AD; 
le  minimum  de  AD  est  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  BC.  Les  centres  O,  O'  coïncident  alors  avec 
les  milieux  i,  c  des  côtés  AB,  AC,  et  les  rayons  AO, 
A(y  des  circonférences  O,  O'  ont  pour  valeurs 

VB      AC 


3"  Le  triangle  AOO'  est  semblable  au  triangle  ABC, 
puisque  les  angles  AOO',  AO'O  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  ABC,  ACB, 

4"  Soit  ni  le  point  qui  partage  la  droite  bc  dans  le 
rapport  donné  de  OM  à  MO';  les  triangles  bArn^  OAiM 
seront  semblables,  et  l'on  aura 

-r^i  "^      Kaw-  a.  6        AO 

6  A  m  -  OAM      et      -, —  -  y..- 

A  m       AM 

11  en  résulte  que  les  triangles  AAO,  m  A  VI  sont,  de  meoM', 
semblables.  En  ellet 

bAO      mAM, 

parce  que  ces  angles  sont  égaux  aux  angles  bAm,  OAM, 
augmentés  ou  diminués,  tous  deux,  de  l'angle  OAm.  De 
plus,  l'égalité 

Am  ~  \M 


(  -^'5)  ) 
don  110 

Kb        Km 
AU  ^  \M' 

donc  les  triangles  frAO,  mÂM  sont  semblables,  comme 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  proportion- 
nels. Mais  le  triangle  bKO  est  rectangle  en  b\  donc 
Tanglc  A/wM  est  droit.  Par  conséquent,  le  lieu  géomé- 
trique du  point  M  est  la  perpendiculaire  menée  à  la 
droite  Am,  au  point  m. 

Lorsque  AM  est  perpendiculaire  surOCV,  la  droite  bc 
est  perpendiculaire  à  A  m,  puisque  les  triangles  bArn, 
OAM  sont  semblables,  et,  dans  ce  cas,  le  lieu  géomé- 
trique de  M  est  la  droite  bc  qui  passe  par  les  milieux 
A,  c  des  côtés  AB,  AC. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  el 
J.  Delacourcelle.  élève  en  Mathématiques  élémentaires  au  lycée  de 
Tarbes. 


TROISIEME. 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Première  question.  —  Par  les  deux  extrémités 
d'une  droite  AB,  et  d'un  même  côté  de  cette  droite^ 
on  lui  élève  deux  perpendiculaires  AG  et  BD,  telles 
que  l'aire  du  trapèze  ABCD  ait  une  valeur  constante 
donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite  AB,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  EM  sur  la  droite  CD.  Trouver  h* 
lieu  décrit  par  le  pied  M  de  cette  perpendiculaire 
i/uand  on  fait  varier  les  longueurs  des  perpendicu- 
Liires  AC  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  hQ  et  BD,  au  lieu 
d'être  perpendiculaires  h  AB,  sont  parallèles  a  une 
droite  fixe  donnée. 


Soit  m^  l^aire  donnée  du  trapèze  ABCD.  On  a 
-  —  -  ;<  AB    -  m*. 

Soît  F  le  milieu  de  CD;  la  ligne  EF,  parallèle  k  AC 
et  à  BD,  sera  perpendiculaire  à  AB  et  égale  à 

AC^r^BD        m» 
2  Â"B' 

troisième  proportionnelle  a  ABet  m. 

Ayant  élevé  EF,  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB 
et  égale  à  cette  longueur,  le  point  F  est  le  milieu  de  CD 
dans  toutes  ses  positions.  L*anglc  EiVlF  étant  droit,  le 
lieu  du  point  M  est  la  circonférence  décrite  sur  EF 
comme  diamètre. 

Si  AC  et  BD  sont  parallèles  à  une  droite  fixe  donnée, 

m* 
soit  d  leur  distance  ;  il  faudra  prendre  EF  =1=  -7-  et  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée  :  le  lieu  du  point  M  sera  encore 
la  circonférence  décrite  sur  EF  comme  diamètre. 

Deuxième  question.  —  Construire  un  quadrilatère 
inscriptible,  connaissant  les  deux  diagonales,  l'angle 
quelles  forment  entre  elles,  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  quadrilatère.  Discussion. 

Soient  /•  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  d  et  d' les  deux 
diagonales  dont  aucune  évidemment  ne  doit  surpasser  2r, 
et  9  leur  angle. 

Dé(^rivons  une  circonférence  avec  le  rayon  donné,  et 
dans  celte  circonférence  inscrivons  une  corde  AC,  égale 
à  la  diagonale  d\  abaissons  du  centre  O  la  perpendicu- 
laire 01  sur  la  corde  AC5  menons  par  O  une  droite  qui 
fasse  avec  01  Tangle  donné  0,  et  prenons  sur  cette  droite 

/ d^ 

011:      OH    :--    l/''*     --/    • 
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La  corde  BI),    menée  par  H  ou  panr  H'  perpendiculai- 
remiait  à  HH',  sera  la  seconde  diagonale  du  quadrilatère*, 
mais,  pour  que  ce  quadrilatère  soit  convexe,  il  faut  que 
les  deux  diagonales  se  rencontrent  à  l'intérieur  du  cercle. 

Projetons  A  et  C  sur  HH',  en  a  et  c.  Si  les  deux  points 
H  et  H'  sont  situés  entre  a  et  c,  il  y  aura  d'eux  quadri- 
latères convexes  satisfaisant  à  la  question  ;  si  un  seul  des 
points  H,  H'  est  compris  entre  a  et  o,  à  ce  point  coitcs- 
pondra  un  quadrilatère  convexe  et  à  l'autre  un  quadri- 
latère étoile.  Si  les  deux  points  H  et  H' sont  hors  du  seg- 
ment ac,  les  deux  quadrilatères  seront  étoiles. 

Si  Ton  faisait  Tangle  ô  de  Tautre  côté  de  01,  on  obtien- 
drait des  solutions  symétriques  des  premières  par  rap- 
port à  OI,  et  par  conséquent  des  quadrilatères  égaux 
aux  précédents. 


CORRESPONDANCE. 


Lettre  de  M.  L.  Doucet,  professeur  au  Lycée  Corneille 
à  Rouen. 
Monsieur, 

Voulez-vous  me  permettre  de  vous  adresser  une  nou- 
velle solution  d'un  problème  déjà  traité  plusieurs  fois 
dans  les  jinnales?  Il  s'agit  de  la  question  comprise  sous 
les  n***  970  et  1028,  question  assez  dîAicile,  à  mon  avis. 
Je  n'ai  pas  su  retrouver  dans  les  jinnales  la  première 
solution.  Une  lettre  de  M.  Bourguet,  t.  XIU,  p.  576,  en 
fait  la  critique  et  signale  une  erreur.  M.  Bjurguet  traite 
la  question  à  son  tour  et  termine  en  concluant  que  le  lieu 
est  du  huitième  ordre.  Plus  tard,  en  1877,  M.  Poujade, 
reprenant  les  résultats  de  M.  Bourguet,  annonce  qu'on 
peut  décomposer  son  équation  du  huitième  degré 5  il  y 

Aun.  de  Mathcmit.,  2«  série,  t.  XX.  (Juillet  1881.)  ^ï 
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trouve  un  quadrilatère  imaginaire,  ayant  pour  sommets 
Jes  quatre  foyers  de  l*ellipse  donnée,  puis  l'ensemble  de 
deux  coniques,  Tune  intérieure  à  cette  ellipse  (solution  à 
rejeter  parconséquent),  l'autre  extérieure,  qui  est  la  vraie 
solutiou.  M.  Poujade  clôt  sa  lettre  en  donnant  le  moyen 
de  former  une  équation  du  dixième  degré  contenant,  outre 
ce  qui  précède,  l'ellipse  donnée  elle-même.  Depuis  lors, 
si  je  ne  me  trompe,  la  question  n'a  pas  reparu  dans  les 
JVoui^elles  annales. Dans  la  solution  que  je  vous  envoie, 
il  n'y  a  ni  dixième  ni  huitième  degré  5  je  vais  tout  droit 
à  la  courbe  du  second  degré,  qui  est  la  réponse  unique  n 
la  question  posée.  Je  donne  en  outre,  par  le  même  pro- 
cédé de  calcul,  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle. 

La  question  est  fort  intéressante.  Elle  m'a  été  com- 
muniquée par  les  élèves  de  Mathématiques  spéciales  de 
Rouen,  à  qui  l'avaient  envoyée  des  camarades  du  lycée 
Louis  le-Grand  (classe  de  M.  Pruvost).  Je  n'ai  pas 
trouvé  du  premier  coup  la  solution  relativement  simple 
que  je  vous  envoie. 

On  circonscrit  à  une  ellipse  donnée  un  triangle  ayant 
pour  hauteurs  les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  côtés  opposés  : 
lieu  des  sommets  du  triangle  ,■  lieu  du  point  de  concours 
des  hauteurs. 

Soient 

jc  cos  a  -i-  y  sin  a  —  p   -  P   ;-  o, 

jp  cos  p  -t- /  siii  p  —  q  --  Qi^Oy 

X  cos  Y   H  y  î>i"  Y     -  /•  -:  R  — j:  o 

les  équations  des  polaires  des  sommets  du  triangle. 
La  conique  donnée  aura  une  équation  de  la  forme 

A      B     c: 
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et,  si  Ton  exprime  les  conditions  de  l'énoncé,  on  a  im- 
médiatement 

A -Brrr.  C. 

Nous  allons  donc  ideiitilier  l'équation 

avec  l'équation 

a^y^   \-  b^x^  —  a*  6*  -;  o. 

On  obtient  ainsi 

p(cos  p-H  cos  y) 


(i)      , 

f  -I-  7  (  CCS  Y  -  H  cos  a  )    i-  /•  (cos  a  -+-  cos  p  )  ^n:  o, 

l     yXsinp-hsinY) 

(2)  •. 

f   -+- <7  (sm  Y  4-sin  a)    ,- r  (sm  a -4- sin  P)  zn  o, 

(3)  sin(P-t- y)-+- sin(Y-'-a)   h  sin  (a-î-P)  rrt  o, 
cos  P  cos  Y  T  cos  Y  cos  a  -i-  ros  a  cos  P 

b* 
j        sin  p  sin  y   '-  sin  y  sin  a  -\-  sin  a  sin  p 

(4)  i= -, 

^r  -h  rp   t-£2. 
^^'~b^ 

Désignons  par  X  la  valeur  commune  de  ces  trois  rap- 
ports \  cette  valeur  est  facile  à  déterminer.  En  effet,  }es 
équations  (4)  donnent 

(5)  cos  (P  4- y)  -t- cos  (y -h  a) -h  cos(a-t-P)z=-.Xc», 

(6)  cos  (p  —  y)  4-  cos  (y  -  a)  -H  cos  (a—  p)  —  X(a«-+-  6«). 
Si  l'on  ajoute  les  équations  (3)  et(5)  élevées  au'carré, 

en  tenant  compte  de  Téquation  (6),  on  a 

c*X«  — 2(a«  ^6')X  — 3~o, 

et  il  faut  prendre  la  racine  négative,  car  la  racine  posi- 
tive tiendrait  l'expression  X  (a* -f-i^),  c'est-à-dire  la 
somme  des  trois  cosinus  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (6),  supérieure  à  3. 
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Donc 


~"  c* 

Soient  maintenant Xi  etj^i  les  coordonnées  du  sommet 
M,  pôle  de  la  droite  R  =o.  On  a  évidemment 

et)  si  Ton  désigne  par  [tf  la  valeur  de  ces  trois  expressions, 

a?i  cos  a  H-  j'i  sin  a  =/?  -h  |x', 
Xi  cos  p  -^  /i  sin  p  =1=  ^  -f-  |i', 
d?i  cas  Y  -t-  Ji  sin  Y  ~  r  —  \>.', 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par 

cos  p  -h  cos  Y,     cos'y  -f-  cos  a,     cos  a  H-  cos  p 

et  ajoutons.  Nous  trouvons  ainsi 

X6*;ri  r=:  p.' COS  Y» 

En  multipliant  de  nouveau  par 

sinp-hsinY,     sinY+sinot,     sina+sinp, 

on  trouve  de  même 

Xa'/i  zzzfx'sîiiY» 
Donc 

et  comme,  d'autre  part, 

|i.'*  H-  X(a»jî  -+-  ^'^"î  —  a» 6*)  =0, 

on  a,  pour  l'équation  du  lieu  de  M, 

a*yl  -hb^a^l  —  a^b^-h  X(a*vî  -h  b''a:\)=:o, 

X  recevant  la  valeur  déterminée  plus  haut. 

Cette  conique  est  extérieure  à  l'ellipse  donnée.  En 
effet,  1  étant  négalif,  on  a  nécessairement 

«Vî  +~  ^*  ^'\  —a*b^>  o. 
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J'obtiens  de  la  mètne  manière  le  lieu  du  point  de  con- 
cours H  des  hauteurs  du  triangle.  Soient  ar^j^o  les  coor- 
données de  ce  point.  Il  est  clair  que  Po  =  Qo  =  R©,  et,  si 
l'on  désigne  par  [x  la  valeur  commune  de  ces  trois  ex- 
pressions, on  a  immédiatement 

(e)  Sfji»  ^X(a«j;  -h  b*a:l  —  a^b^). 

Multiplions  par 

ces  p  -+-COS  Y,  cos  Y  H-  cos  a,  ces  a  -+-  cos  p 

les  trois  équations 

Xq  cos  a  -h  Jo  sin  a  —  p  H-  {A, 
jCq  cos  ^  -^-  ff^  sin  ^  s:zi  q  4-  |jl, 
Xq  cos  Y  4-  Vo  sin  Y  —  A*  -h  |x, 

et  ajoutons.  Nous  aurons,  en  tenant  compte  de  (1),  (2) 
et  (3), 

X  6'  J7o  —  i^  (  cos  a  -h  cos  p  -h  cos  y  )• 

On  aurait  de  même,  en  mul  tipliant  par  sin  ^  4-  sin  y?  •  - , 

Xa' jo  —  f*  (sin  a  4-  sin  p  4-  sin  y). 

En  élevant  au  carré  ces  deux  dernières  équations,  les 
ajoutant  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  de  la  valeur 
de  Xi,  on  a 


!*' 


C* 


Si  Ton  substitue  dans  Téquation  (e),  on  a  le  lieu  du 
point  H  : 

Cette  conique  est  intérieure  à  l'ellipse  donnée,  puisque, 
X  étant  négatif,  on  a  nécessairement 

a\Yl  -b^xl  -a}b^<o. 
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Lettre  de  M.  A,  Legoux^  professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Grenoble, 

Monsieur  le  Rédacteur, 
A  propos  de  la  remarquable  méthode  d'intégration 
de  Téquation  des  lignes  de  courbure  de  rellipsoïde 
de  M.  A,  Picart,  permetlez-moî  de  vous  rappeler  une 
autre  méthode  géométrique  que  j'ai  donnée  en  1878 
et  dont  j'ai  indiqué  l'application  au  cas  particulier 
actuel  {Etude  analytique  et  géométrique  d'une  Ja- 
mille  de  courbes,  p.  18). 

Voici  en  quelques  mots  l'esprit  de  cette  méthode  : 
On  remarque  d'abord  que  l'équation  différentielle 

—  aryp^  -f-  ( j'  —  .r*  ---  b^)p  -\-  xy  -=  o, 
où 

dy 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

{py  +  -^ )iy    p -^  )  -^-  b*p  "  o. 

Cela  posé,  on  fait  un  changement  de  variables  ^  on 
prend  pour  nouvelles  variables  j/et  7',  liées  aux  an- 
ciennes par  les  équations 

.r  :./,', 

Y  —  p'a:'  —  y', 
dy 

On  voit  sans  peine  que 


P^d^- 


P  =  -27  1 

px-y^ 


On  sait  que  cette  transformation  revient  à  prendre  la 
courbe  transformée  par  polaires  réciproques  de  la  pro- 


(  ■^■>-l  ) 

posée  relativcmeuL  à  la  parabole 


X^  -rr-  ni  y. 


Le  principe  de  cette  transformation  est  du  à  Mongc 
[voir  Chasles,  aperçu  historique,  p.  376). 
L'cquatîou  dilïérentielJe  proposée  devient 

—  p'{x'^  -f-  \)y  ^  xy^  M-  h^.r'  —  o, 

que  Ton  rend  linéaire  en  posant 

et  dont  l'intégrale  est 

//--/«:-   r(.r'»-r-i)  — ^^: 

c'est  Téquation  d'un  système  de  coniques. 

L'intégrale  générale  cherchée  est  Téquation  des  po- 
laires réciproques  de  ces  coniques  relativement  à  la  pa- 
rabole 

On  trouve  sans  peine  que  cette  équation  est 

c         V  —  /y* 
elle  représente  des  coniques  houiofocales. 

Lettre  de  M.  j4.  Hilaire^  professeur  au  Ljcce 
de  Douai. 

Monsieur  le  Rédacteur, 

Voulez-vous  nie  permettre,  quoique  je  ne  sois  nul- 
lement en  cause,  de  répondre  à  la  réclamation  de 
M.Mansion(i88i,  p.  i43)? 

Si  l'on  se  reporte  à  rarlicle  de  M.  Weill  (  1 880,  p.  255), 
la  phrase  citée  par  M.  Mansion  s'y  trouve  intercalée 
entre  deux  théorèmes;  elle  se  termine  en  réalité  par 
un  point,  et  non,  comme  dans  la  citation,  par  deux 


(  328  ) 
points;  elle  s'applique  donc  au  premier  des  deux  théo- 
rèmes : 

Si  une  conif/ue  est  inscrite  dans  un  triangle,  et  que 
la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  constante,  son 
centre  décrit  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 

Or  cette  proposltiou,  très  connue,  est  due  à  Steiner, 
et  elle  a  été  seulement  étendue  à  l'espace  par  M.  Mention, 
professeur  à  Paris,  et  collaborateur  des  Nouvelles  An- 
nales \vls{\\x  en  1867. 

Je  terminerai  par  deux  indications  bibliographiques  : 

i^  On  s'explique  que  M.  Mention  ait  pu  être  regardé 
comme  l'auteur  du  théorème  de  Géométrie  plane,  parce 
qu'il  Pavait  énoncé  et  démontré,  sans  en  indiquer  l'ori- 
gine, à  la  fin  d'un  long  article  sur  l'hyperbole  équila- 
tère  [Nouvelles  jinnales,  i865,  p.  38). 

a°  Le  théorème  analogue  de  l'espace  est  ainsi  conçu  : 

Si  un  ellipsoïde  est  inscrit  à  un  système  de  six 
plans,  et  que  la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  con- 
stantej  son  centre  décrit  une  sphère, 

M.  Mention  n'avait  pas  fait  connaître  la  position  du 
centre  de  la  sphère  par  rapport  aux  six  plans  donnés  : 
cette  détermination  a  été  faite  par  M.  Paul  Serret. 

On  peut  consulter  là-dessus  trois  articles  de  ce  dernier 
auteur,  qui  ont  paru  dans  Tannée  i865  de  votre  Journal 
(p.  145, 193  et  433)  et  qui  ont  servi  de  préliminaires  à  la 
Géométrie  de  direction,  ouvrage  publié  quatre  ans  plus 
tard  y  en  1869. 

.Vo/e.  —  Les  questions  1342  et  1357  ont  été  résolues  par  M.  Pisani; 
et  les  questions  1348  et  1353  par  M.  Artemieff,  à  Saint-Pétersbourg. 
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SOLUTIONS  DE  QIIESTIOKS 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOVVELLES  A.XNALES. 


Question  127 

(Toir  i**  lérie,  t  V,  p.  44»). 

En  rendant  rationnelle  V équation 

1  .1  1 

(a,  4-  j?)*  -^  («j  -h  jt)*  -f- . . .  -4-  {Un  -\-xy-,  o, 

on  parvient  à  une  équation  du  degré  2""*. 

i. 
Désignons,  en  général,  par  dp  l'expression  («^  -H  x)*. 

M.  Desboves  démontre,  dans  ses  Questions  d'algèbre, 

p.  217,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  données  n  lettres  ai ,  a2,  . . .  ^  a^,, 
on  forme  2""'*  polynômes  comme  il  suit  :  on  écrit,  à 
la  suite  de  ttf,  successivement  -+-  a^  et  — a2,  et  l'on  a 
ainsi  les  deux  binômes  ai -4- aj,  ttf  —  aj^  à  la  suite 
de  ai  -h  aa  et  ai  —  a^  on  écrit  successivement  -4-  a, 
et  —  aj,  et  l'on  obtient  ainsi  quatre  polynômes;  on 
écrit  à  la  suite  des  quatre  polynômes  successivement 
+  OL^et  —  a4,  et  ion  obtient  ainsi  huit  polynômes,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  été 
employées  m  Si  ion  fait  alors  le  produit  des  2""*  der- 
niers polynômes,  on  obtient  une  fonction  symétrique 
de  toutes  les  lettres  élevées  à  des  puissances  paires. 

Si  donc  on  multiplie  le  polynôme 

aj  -4-  a,  -f- .  .  .  -+-  a„ 
qui  forme  le  premier  membre  de  Téquation  donnée,  et 


j 
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qui  est  un  des  polynômes  énoncés  dans  le  théorème  pré- 
cédent, par  les  a''"*  —  i  polynômes  restants,  on  obtien- 
dra une  fonction  où  chaque  lettre  entrera  à  une  puis- 
sance paire.  En  remplaçant  alors  aj  par  ap  +  x^  qui  est 
du  premier  degré  eux,  le  degré  de  chaque  terme  sera 
réduit  à  moitié,  et  le  résultat  sera  du  degré  2""^. 

C'est  du  reste  la  méthode  indiquée  par  M.  Desboves, 
Ouvrage  cité,  p.  Sip.  Ch.  B. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 


Question  H9o 

(voir  a'  série,  l.  XV.  p.  luh 

PvR  M.  MORET-BLANC. 

Une  pile  de  boulets  à  base  carrée  ou  à  base  trian- 
gulaire ne  contient  jamais  un  nombre  de  boulets  égal 
au  cube  ou  à  la  cinquième  puissance  d'un  nombre 
entier.  (E.  Lucas.) 

On  sait  que  la  somme  ou  la  diflërence  de  deux  cubes 
inégaux  ne  peut  être  égale  à  un  cube,  ni  au  double  d'un 
cube.  De  môme,  la  somme  ou  la  différence  des  cin- 
quièmes puissances  de  deux  nombres  inégaux  ne  peut 
être  égale  à  une  cinquième  puissance,  ni  au  double  d'une 
cinquième  puissance,  i  étant  un  cube,  il  en  résulte  que 
deux  nombres  entiers  consécutifs  ne  peuvent  être  simul- 
tanément un  cube  et  le  double  d'un  cube,  ou  bien  une 
cinquième  puissance  et  le  double  d'une  cinquième  puis- 
sance, en  exceptant  o  et  i. 

Cela  posé,  considérons  d'abord  la  pile  k  base  trian- 
gulaire. 

Je  dis  qu'on  ne  peut  avoir  en  nombres  entiers 

/i(/i  H-  i)(/i  H-  9.)  z=  6/n', 
sauf  le  cas  de  //  =  i . 
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En  effet,  les  trois  nombres  /i,  n  4-  i,  /i-rh  «,  n'ayant 
pas  de  facteur  commun,  sauf  2  si /z  est  pair,  devraient 
être  l'un  un  cube,  un  autre  le  double  d'un  cube,  et 
l'autre  le  triple  d'un  cube. 

Or,  d'après  la  remarque  précédente,  w  -f- 1  ne  peut  être 
un  cube  ou  le  double  d'un  cube;  reste  donc  à  supposer 
que  /i-f-  I  soît  le  triple  d'un  cube,  n  -+- 1  sera  alors  de 
l'une  des  formes  pA-,  9^:4-  3,  gk  — 3,  et  l'on  aura  une 
des  trois  combinaisons  suivantes  : 

/<  -  9^-    I,  9A  -+-2,  9^-4, 
/i  -h  I  ~  9/1 ,  9  A  -4-  3,  9  A-  —  3, 

Ai  H-  2  -  9X4-1,  9/  4-  4,  9/»   -  '^" 

/i  et  /i  -H  a  ne  pourront  être  simultanément  l'un  un 
cube,  l'autre  le  double  d'un  cube. 

Donc,  dans  aucun  cas,  le  nombre  des  boulets  de  la 
pile  ne  sera  un  cube,  sauf  le  cas  de  /i  =  i . 

Il  ne  sera  pas  non  plus  une  cinquième  puissance. 

Il  faudrait,  en  effet,  que  n-\-  i  fût  le  triple  d'une  cin- 
quième puissance,  et,  en  remarquant  qu'une  cinquième 
puissance  est  de  l'une  des  formes  a5 A^,  2j/r  dr  i ,  aSÂ  =t  7, 
ou  aurait  une  des  combinaisons 

A/  4-  I    r  25  Xr,  2,5  A   4  o,  25  A'      3,  25  A-  -\-  4,  20  A  —  4, 

/i  --  25  A:  -—  1 ,  25  A-  i-  '. ,  25  A:  -     \,  25  A  h-  3,  25  A  —  5, 

/î -h  2  ^^  25  A: -I- 1 ,  25  A- 4    h  25  A:       2,  25^-^5,  25  A^  — 3; 

/z  et  71+  2  ne  seraient  pas  simultanément  un  cube  et  le 
double  d'un  cube. 

Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  trian- 
gulaire ne  peut  être  un  cube  ni  une  cinquième  puis- 
sance que  si  A2  =  i . 

Considérons  maintenant  une  pile  à  base  carrée,  et 
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voyons  si  ron  peut  avoir 

n{n-h  i)(a/i-h  i):=^6m^. 

Si  2/z  -4-  I  est  le  triple  d'un  cube,  on  tombe  dans  un 
cas  d'impossibilité  déjà  signalé. 

Si  a  71  H-  I  est  un  cube,  il  est  de  Tune  des  formes  gAr, 
gk+  î,ç)k  —  i,et  l'on  a  une  des  combinaisons 

2/1  +  1—9/:,  9Xr-hi,  9A: — I, 

.      /i  — 9Â:  +  4,  9^^,  9^—1) 

/i-hi  — 9A:-h5,  9A-  +-I,  gk. 

Les  deux  autres  nombres  ne  seront  pas  simultané- 
ment le  triple  et  le  double  d'nn  cube. 
Examinons  si  Ton  peut  avoir 

n(n-\-i){2n  -hi)  ^6m*. 

Si  2/i-f-  I  est  le  triple  d'une  cinquième  puissance,  n 
et  72  + 1  devraient  être  une  cinquième  puissance  et  le 
double  d'une  cinquième  puissance,  ce  qui  est  impos- 
sible. Si  2  72  +  I  est  une  cinquième  puissance,  on  aura 
l'une  des  combinaisons  suivantes 

2n-hi^25kj  25A-I-I,  25A  — I,  25A:-i-7,  25A:  — 7, 

7i  — 25A: -h  12,  25A-,  25A:— I,  25A:-f-3,  25Xr— 4» 

7H-I  =:25A:-|- i3,  25A:-i-i,  25Xr,  a5A:-h4)  aSA:— 3, 

et  l'on  voit  que  72  et  72  +  1  ne  seront  pas  simultané- 
ment le  double  et  le  triple  d'une  cinquième  puissance. 

Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée 
ne  peut  être  une  cinquième  puissance  ni  le  double  d'une 
cinquième  puissance,  sauf  le  cas  d'un  seul  boulet. 
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Question  1328 

(Toir  a*  série,  l.  XVIll.  p.  4:«); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Étant  données  les  équations 
(i)  5^*4-5/' — ^*-i-6o.r  —  2'45^^o, 

(2)  25a:'-i- 25j'4- <3* — i5œz-zOy 

(3)  75a?*+75j'-i-  2-5*  4- 5j-3— 45^^  =  0, 

représentant  des  surfaces  rapportées  à  un  même  sys- 
tème d'axes  rectangulaires,  on  demande  :  i^  de  trouver 
le  genre  de  chaque  surface;  2°  de  trouver  l'intersection 
des  sur  faces, [i)  et  (  2)  ^  3°  rfe  trouver  les  projections  sur 
les  plans  coordonnés  de  l'intersection  des  surfaces  (  i  ) 
et  (3).  (Erïtkst  Lebow.) 

1°  L'équation  (i)  peut  s'écrire 

5(^7  4-  ey  -h  S/'—  {z  -f- 12)«=  36; 

elle  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  de  révolu- 
tion autour  d'un  axe  parallèle  à  Oz,  et  ayant  son  centre 
au  point  x  =  —  6,  ^  =  o, z  =  — 12;  le  rayon  du  cercle 

de  gorge  est  égal  à  —-  et  les  génératrices  font  avec  Taxe 

un  angle  dont  la  tangente  est  égale  a  —  • 

Les  équations  homogènes  (2)  et  (3)  représentent  des 
cônes  du  second  degré  ayant  leurs  sommets  à  l'ori- 
gine. 

Les  trois  surfaces  passent  par  l'origine  des  coordon- 
nées et  sont  coupées  suivant  des  cercles  par  des  plans 
parallèles  au  plan  deso^^. 

2^  En  éliminant  j-  entre  les  équations  (i)  et  (2),  ou 
obtient  l'équation 
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elle  représente  le  système  de  deux  plans  perpendicu- 
laires au  plan  des  a:z  et  passant  par  rintersection  des 
deux  surfaces.  Le  premier,  parallèle  au  plan  des  xy^ 
coupe  les  deux  surfaces  suivant  un  cercle, 

5=  —  20,     (.r-f-6)'-h  j*~2o; 

le  secaifed  les  coupe  suivant  deux  génératrices  dont  les 
projections  sur  le  plan  des  xz  se  confondent, 

5 

2 

et  dont  les  projections  sur  le  plan  deso^  ont  pour  équa- 
tion 

4 j'*  —  5  j?'  -~  o     ou    y  :=!  ±L  — -  oc. 

3**  Si,  entre  les  équations  (1)  et  (3),  on  élimine  succes- 
sivement j',  xet  z^  on  obtient  les  équations 

5v'(5^*  — ^^-r  6o.z-  —  24^) 

-h  (i7-c*-f-  36o-3  —  !{^yxz  —  96oj:*)*=:o, 

5*(i75-i-57  h36o)« 

-h  108 >3 (5  -h  20) (17^  -t-5j  -h36o) 
4-4o5(c   î  2o)''(5j*—  c*—  24^)  —  o, 
(»r*-i- j*-hi2J?)(45j?  —  5/  h  48)* 

—  5(i7d:-*-f-  i7J*^H  24^)' 

—  24(17^' -h  17 J*  H  i!\x){[\bx  —  5j-i-  48)  =:o, 

qui  représentent  les  projections  de  Tintersection  des  sur- 
faces (i)  et  (3)  sur  les  plans  xOz^yOz  et  xOj. 

Les  deux  premières  ne  renferment  x  et  j^  respective- 
ment qu'au  second  degré  \  on  peut  donc  les  résoudre  par 
rapport  à  ces  variables.  La  troisième  ne  renferme  ni 
terme  indépendant,  ni  terme  du  premier  degré;  en  la 
transformant  en  coordonnées  polaires,  on  aura  une 
équation  du  second  degré  en  p.  La  discussion  et  la  con- 
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struclioii  de  ces  trois  courbes  ne  présente  d*autre  diffi- 
culté que  la  longueur  des  calculs,  résultant  de  la  gran- 
deur des  coeflicicnts;  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 


Queslion    i  330 

(Tuir  a'série,  t.  XVIll.  p.  4;8)i 

Par  m.  s.  HEALIS. 

Ij€s  nombres  .r,  j  ,  z  étant  exprimés  par  les  for- 
mules 

^~  2(a*—  fi2_  yi-H  a«)  -^  2a(2?  -t-  3^  -h  4o), 
yz=z2(—  a* -H  p«—  Y* -4-  8*)  -h  2p(2a  -f-  3^  -h  4o), 
5izz3(-a*--?*-h7'-h8»)-H4ï(«-^{i-+-23), 

on  peut  énoncer  les  propriétés  suivantes  : 
1°  L'expression 

se  réduit  à  une  somme  de  deux  carrés. 

2**  Pour  des  valeurs  entières  convenables  rfe  ^,  j3,  y, 
ôj  tout  nombre  N,  qui  est  égal  à  la  somme  de  deux  car- 
rés entiers  et  à  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut 
être  représenté  par  l'expression  ci-dessus,  dont  les 
termes  ont  été  préalablement  débarrassés  des  facteurs 
communs  inutiles. 

La  proposition  se  relie  à  celles  qui  font  l'objet  d'un 
précédent  article  des  Nouvelles  Annales  (*)  et  se  dé- 
montre de  la  même  manière. 

Les  indéterminées  x,  j,  z  étant  exprimées  en  a,  ,S, 
y»  c^,  comme  il  est  dit  dans  l'énoncé,  posons  en  outie 

t-  a«4-P*-r-T*— 0*, 


(*)  Développements   sur   quelques    théorèmes    d* Arithmétique 
(voir  2«  série,  l.  XVIIf,  p.  5oo). 
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On  aura,  par  idcMitité,  ia  relation 

c'esl-à-dire  une  équation  indéterminée  dont  toutes  \vs 
solutions  entières  peuvent  s'obtenir  par  les  formules 
ci-dessus,  moyennant  des  valeurs  entières  convenables 
attribuées  à  a,  (3,  7,  i.  De  là  la  proposition  énoncée. 
Voici  quelques  exemples  : 

a  ^=11,     p— 10,     -^--i^,     §  =  —  i5; 

3*-i- 2«-h2V- 4'-+- I*— 17; 
a  =  io,     P  — 7,     Y  — 10     ^  =  —  9; 

4«-hI*H-I*::=::3»4-3«:=:l8; 

oL-i!\,     ?--i3,     7-=i6,     §  =  -19; 

a -2,     P-4,     T— 7»     5~— 8; 

6*-f-2«-f-i'=:5«-+-4*=4i; 


La  question  proposée  est  ainsi  résolue,  puisque  l'on  a 
la  solution  complète  de  Téqualion  indéterminée  d'où  elle 
dépend.  Quant  aux  preuves  de  la  généralité  absolue  de 
la  solution  précédente,  elles  tiennent  aux  mêmes  consi- 
dérations qui  se  rapportent  aux  équations  résolues  dans 
l'article  mentionné. 11  en  est  de  même  quant  aux  moyens 
de  déterminer  les  valeurs  de  a,|3,y,  S  d'après  des  valeurs 
préalablement  données  de  f,  m,  j?,  j",  z.  Nous  n'insiste- 
rons donc  pas  ici  sur  ce  sujet. 

JVote.    -    La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Ferdinando 
Pisani;  Moret-BIanc;  Marcello  Rocchetti. 
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KOTE  SDR  LA  GÉNÉRALISATION  D  UN  THÉORÈME  DE  PAPPIIS, 

Par  m.  h.  RESAL. 


L'illustre  géomètre  d'Alexandrie  a  énoncé  Je  théorème 
suivant,  dont  la  démonstration,  si  elle  a  été  donnée,  n'est 
pas  parvenue  jusqu'il  notre  époque  : 

♦Si  trois  mobiles  placés  aux  sommets  d'un  triangle 
partent  en  même  temps  et  parcourent  respectiv^ement 
les  trois  côtés,  en  allant  dans  le  même  sens  et  auec  des 
vitesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gra- 
vité restera  immobile. 

Ce  théorème,  qui  est  tombé  dans  l'oubli  malgré  l'inté- 
rêt qu*il  présente,  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Soient  A|  A2 . .  .  A,i  A|  //«  poljgone  fermé  de  n  côtés, 
plan  ou  gauche,  m  la  masse  de  chacun  des  n  points 
matériels,  partant  en  même  temps  des  sommets  /Vj, 
A 2,  ...,A;2,  et  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses 
constantes  V|, Vo,.  .  .,V'„,  proportionnelles  aux  côtés 
rt,=  A|A2,  rt2^^A2A3,  ...,  a„  =  A,, Al,  l<^  centre  de 
gravité  des  masses  m  reste  fixe. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  coordonnés  rectan- 
gulaires Oa:,  Oj  ,0-,  et  soient 

Xi^y'it  Zi  les  coordonnées  du  sommet  A/; 

a:,  j^  z  celles  du  centre   de  gravité  du   système  des 

niasses  m  au  bout  du  temps  t  \ 
\iz=.kai  la  vitesse  du   mobile  /«/  qui   part  du    som- 
met A/,  en  désignant  par  h  une  constante.  • 

L'ordonnée  parallèle  à  O.r  du  mobiltî  w/  au  bout  du 

j4nn,  de  Machrm.,  2«  sévio.,  t.  XX  (Août  1881).  22 


(  -.VM  ) 


temps  t  étant 


r^  -H  /•  a,-  co?>\a, ,  ,r)  X  t. 


on  a,  en  prenant    les  moments  par  rapport  au  plan 
jOt., 


,r  2.  m  =:  m 


\     .ri 4-  Ay?/ ros [a,,  a)  Xt\ 


.r  1  ni 


Comme  Je  polygone  est  fermé,  le  second  terme  du  second 
membre  de  cette  égalité  est  nul  ;  d^ailleurs.  Sm  =  nm-^ 
par  suite, 


<^t  de  même* 


/•  —  —  s  r  - 


.r--^r,, 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


SUR  I;EXPRESSI0N  »U  YOLVUIE  de  certains  TÉTRAÈDRES; 


Par  >!.  H.  FAURE, 

Chef  dVsradron  d'Artillerie. 


I.  Si  Ton  désigne  par  a,  b^  c^d\  a\  h\  c',  d!  les  som- 
mets de  deux  tétraèdres,  ou  a  la  relation  suivante  : 

a'bcd  a'cda  a'dab  a'abc 

b'bcd  b'cda  b'dab  b'abc 

c'bcd  c'cda  c'dab  c'abc 

d'bcd  d'cda  d'dab  d'abc 


—  {abcdy.a'b'&dr, 


(  339  ) 
entre   les  volumes  des  divers  tétraèdres  que  Ton  peut 
^  former  en  joignant  les  sommets  du  premier  à  ceux  du 
second. 

Ce  théorème,  que  j'avais  proposé  en  question,  a  été 
démontré  dans  ce  Journal. 

II.  Supposons  qu'il  existe  entre  les  volumes  de  ces  té- 
traèdres  les  relations 


a'bcd 

a'cda 

a'dab 

a' abc 

l      -~ 

fil     ~ 

n 

P 

b'bcd 

V     ~ 

b'cda 

m'     ~ 

b'dab 

n'      ~ 

b'abc 
P' 

c'bcd 

c'cda 

c'dab 

c'abc 

/'     ~ 

m'    ~ 

n'     ~ 

P' 

H'bcd 

d'cda 

d'dab 

d'abc 

r 

De  la  première  nous  déduisons 
a'bcd a^cda a'dab a' abc 


abcd 


p  i~\-  m-\-  n-h  p 

Les  trois  autres  donnent  des  résultats  analogues,  de 
sorte  que,  si  dans  le  déterminant  A  nous  remplaçons 
tous  les  volumes  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  abcd  et 
des  coefficients  /,  m,  /i,  . . . ,  nous  trouverons,  en  repré- 
sentant par  P,  P',  P'^,  P'"  les  sommes  /-H  m -h  71 -h/?, ... , 

abcd 


t 

m 

n 

P 

e 

m' 

n' 

P' 

r 

m" 

n" 

P 

i" 

m' 

n" 

P' 

P  P'   P"  P" 


=1  a'b'c'd. 


Les  quantités  /,  m,  71,  p,  •  •  •  sont   susceptibles  de 
signes,  car  on  doit  avoir  en  même  temps 

a'bcd  -h  a'cda  -h  a'dab  -h  a' abc  ■=  abcd^ 


(  34o  ) 
Si  les  points  «',  i',  c',  (t  sont  sur  les  laces  A,  B,  C,  D, 
ou  a,  dans  Fespâce,  le  th<prèiue  correspondant  à  la  ques- 
tion 13o3. 

III.  Supposons  que  les  points  a\  //,  c',  d!  soient  pris 
respectivement  sur  les  faces  A,  B,  C,  D  du  tétraèdre  abcd, 
jVous  aurons  - 

a'cdia.  \) 


a'bcd^=iOy  a'cda^=i 
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adab  ■=- v. >      a  abv  ■=-. , 

et  des  expressions  analogues  pour  les  autres  éléments 
du  déterminant  A.  Notre  premier  théorème  devient 
donc  celui-ci  : 

Un  tétraèdre  abcd  étant  donné,  si  l'on  prend  sur 
ses  faces  les  points  a\  V^  c',  d*  et  que  Von  désigne  par 
A,  B,  C,  D  /e,ç  aires  des  faces  de  ce  tétraèdre,  on  aura 


n'h'c'd' 

^-  /-'-V.B-^-l^- 


Si,  en  particulier,  les  points  a^  b\  c',  rf'  sont  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  du  tétraèdre 
abcd  sur  ses  faces,  les  triangles  qui  figurent  dans  le  dé- 
terminant sont  les  projections  de  trois  des  faces  sur  la 
quatrième,  et  l'on  obtient  le  résultat  indiqué  par  M.  Genly 
(question  ISo^)). 

IV.  Joignons  un  point  quelconque  o  aux  sommets  rt, 
A,  c,  d  et  prenons  sur  ces  droites  respectivement  les 
points  rt',  b\  c\  d\  Ces  points  formeront  un  tétraèdre 
a'Vc'd\  liomologiquc  au  tétraèdre  abcd.  Si  Ton  désigne 
par  V  le  volume  de  ce  tétraèdre,  par  V^,,  V^,  Vf,  Vj  les 


o 

a'cd 

aUlb 

a'bc 

b'cd 

o 

b'da 

b'av 

c'bd 

c'da 

o 

v'ab  1 

d'bc 

d'ca 

d'ab 

o      1 

(  3-1i   ) 
volumes  des  tétraèdres  (|ui  ont  pour  sommet  commun  le 
point  o,  et  pour  bases  les  faces  A,  B,  C,  D  du  tétraèdre 
abcd,  on  a  la  relation 

,  ,   ...      oa'.ob'.oc'.od'  /on  ..        ob  .,        oc.,        od  .,  \ 
oa.ob,oc.od\o(i  ob'  oc'  od       J 

En  effet,  si  Ton  désigne  par  V^,  V^,  \].,V^les  vo- 
lumes des  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le 
point  o  et  pour  bases  les  faces  du  tétraèdre  a'h'c'd^  on 
a  l'égalité  évidente 

V  \'  V  V 

>a  ^b  ^c  Vrf 

Or,  les  tétraèdres  V^,  V^  ayant  en  commun  les  trois 
arêtes  qui  se  coupent  au  point  o. 


^'; 

ob'.oc'.od' 

de  même, 

Va 

ob.oc.od  ' 

V',.       oa',oc'.od' 
\  b        oa.ocod 

y. 

oa'.ob'.od' 
~~   oa.ob.od 

oa'.ob'.oc' 
oa,ob.oc 

De  là  résulte  la  relation  que  nous  voulions  établir. 

Si  les  points  rt',  //,  c,  d'  sont  sur  les  faces  A,  B,  C,  D, 
ou  aura 


oa 

aa' 

\ 

ob               V 

oa'-'- 

-oa'-'- 

Ob'-'       V,' 

\J 

en  appelant  V  le  volume  abcd\  Tégalilé  (i)  devient 

3VV.V/,\vVrf 

(V-V«)(V-\,)(V~V,)(V-V,,)' 


v=— 


Dans  celle  relation,  on  doit  donner  aux  volumes  V^, 
V^,  V^,  Vrf  des  signes  tels  que  leur  somme  soit  égale 
h  V. 

En  particulier^  si  le  point  o  est  le  centre  de  la  sphère 


(  34..  ) 
inscrite  au  tétraèdre  abcd^  on  aura 

,_ 3V.A.B.C.D 

en  posant 

S  =  A-+-B-hC  +  D. 

C'est,  à  un  facteur  numérique  près  ( — 3  au  lieu  de  6), 
le  résultat  indiqué  par  M.  Genty  (  question  1352,  P^Par* 

lie). 

V.  L'expression  (i)  que  nous  venons  de  trouver  pour 
le  volume  du  tétraèdre  a!b'c'd\  homologîque  du  tétraèdre 
abcd^  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Si  par  le 
point  o  nous  menons  des  plans  parallèles  aux  faces  Vdd!^ 
câd^  d'alb\  a!b'd^  ces  plans  rencontrent  les  faces  corres- 
pondantes bcd^  cda^  dab^  abc  du  tétraèdre  abcd^  sui- 
vant quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  même  plan  I, 
parallèle  au  plan  d'homologie. 

Mais,  d'après  une  propriété  connue  des  figures  homo- 
logiques,  si  Ton  désigne  par  k  la  dislance  du  plan  I  au 
plan  d'homologie,  on  a 
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L'expression  (i)  devient  ainsi 


a'h'c'd' . 


(«,i)(//,l)(r,l)(./,l) 


(  ^43  ) 
VL  Dans  le  détenuinant  A,  remplaçons  les  volumes 
par  les  valeurs 

a'dab  =:  {C(a',  G  ), 


nous  obtenons  la  relation 

(a',  A)     (a'.^^)     (a',C)  (a',  D) 

(^',A)     (^',  B)     (^',C)  (//,D) 

(^/',A)     (r/',  B)     (./\C)  (r/\D) 


(3V)'.3V^ 

a.b.g.d' 


qui  se  trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  Indices  (n"  87  ). 

Vn.  D'un  point  o  on  abaisse  les  perpendiculaires  oa\ 
oh\  ©(/,  orf'  sur  les  faces  du  tétraèdre  ahcd\  si  l'on  dé- 
signe par  V  le  volume  du  tétraèdre  alVJd' ^  par  V  celui 
du  tétraèdre  abcd^et  par  A,  B,  C,Dles  aires  de  ses  faces, 

4ABCD  \oa'        oU       oc'       od' J 

En  effet,  le  volume  V  est  la  somme  algébrique  de 
quatre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le  point  o 
et  pour  bases  les  triangles  iVrf',  c'rfV,  d'(^b\  cib'c , 

Or 

6 yc'd  —  Ob',  oc',  or/'sin  b'od' sin  (ot',  b'od' ). 
Mais 

sin  b'od'zzz  sinBD,     siii  (^>c'',  b'od'  )  =^  siii  (r;c,  C  )  ; 
par  conséquent, 
6  b'c'd'  —  Ob',  oc',  od'  sin  BD  sin  (oc,  G  )  :=^  ob'.oc'.od'  --~X,  • 

On  a  des  expressions  analogues  pour  les  valeurs  des 


(  ^44  ) 

autres  tétraèdres  qui  coniposeut  le  volume  \'.  De  là  ré- 
sulte la  relation  indiquée. 

Lorsque,  en  particulier,  le  point  o  est  le  centre  d'une 
sphère  inscrite  au  télraèdre  V,  les  distances  oa\  ob\  oc\ 
od*  sont  égales  au  rayon  /•  de  celte  sphère,  et  Ton  trouve 

~"  4A.B.G.D' 

C'esf  la  seconde  des  relations   indi([uées  dans  la  ques- 
tion 1352. 

VIII.  Cette  relation  peut  aussi  se  déduire  du  théorème 
suivant,  que  nous  avons  proposé  en  question,  et  qui  a 
été  démontré  dans  les  Nouvelles  Annales  : 

Lorsque  deux  tétraèdres  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré,  le  volume  de 
l'un  est  égal  au  cube  du  volume  de  l'autre,  divisé  par 
trente-six  fois  le  produit  des  quatre  tétraèdres  qui  ont 
pour  bases  les  faces  de  ce  dernier  et  pour  sommet  com^ 
mun  le  centre  de  la  surface,  multiplié  par  le  carré  du 
produit  des  demi-axes  de  cette  sur  face . 


SUR  Mî  CLASSE  M  SVItFACES  DII  QUATRIÈME  ORDRE; 

Par  m.  V.  J AMET, 

Professeur  au  Ivcôc  de  Nier. 


1.  Dans  un  travail  récemment  publié  dans  les  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  M.  Amigues  a  étudié 
une  classe  de  surfaces  qu'il  a  désignées  sous  le  nom  de 
girocjclides.  Ces  surfaces,  engendrées  par  des  cercles 
passant  par  deux  poinis  fixes,  admettent  ces  cercles  pour 
lignes  de  courbure  de  la  première  série,  et  pour  ligne» 


(  345  ) 
(le  courbure  de  la  seconde  série,  des  courbes  sphériques. 
Elles  peuvent,  en  outre,  être  considérées  comme  des 
enveloppes  de  sphères  passant  par  deux  points  fixes,  et 
dont  le  centre  se  meut  sur  une  courbe  plane  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  les  deux 
points  fixes  et  passe  par  son  milieu.  Ce  sont  ces  surfaces 
que  Ton  obtient  en  transformant  les  surfaces  coniques 
par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Parmi  ces  surfaces,  M.  Amîgues  considère  en  parti- 
culier celles  du  quatrième  ordre,  et  montre  qu'on 
obtient  de  pareilles  surfaces  quand  on  cherche  Tenve- 
loppe  d'une  sphère  dont  le  centre  se  meut  sur  une  co- 
nique et  qui  passe  par  deux  points  fixes  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  cette  conique.  Ces  surfaces  cor- 
respondent aux  cônes  du  second  ordre.  Je  me  propose, 
dans  ce  travail,  de  déduire  des  propriétés  des  cônes  du 
second  ordre  quelques  propriétés  des  girocyclides  du 
quatrième  ordre. 

II.  Vérifions  d'abord  qu*à  toute  girocyclide  corres- 
pond un  cône.  Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  fixes  (réels  ou  imaginaires  con- 
jugués) par  lesquels  passent  les  lignes  de  courbure  delà 
première  série,  et  pour  plan  des  xy  le  plan  mené  per- 
pendiculairement à  celte  droite  par  le  milieu  de  la  dis- 
tance des  deux  points.  Soit  2C  la  demi-distance  de  ces 
points;  c  peut  être  de  la  forme  dyj —  i,  mais  c-  est  tou- 
jours une  quantité  réelle. 

Soient  les  deux  sphères 

(  I  )  X'-ir  y-  -}-  z^  —  9,  m  X  —  \i  ny  —  c^  =:  o 

et 


(  -Hd  ) 

lorsque  m,  «,  m',  /i'  varient  d'après  une  loi  dounée,  Tin- 
tersection  de  ces  deux  splières  engendre  la  gîrocyclîde. 
Changeons,  dans  ces  équations, 

/*$ 
.r     en  7; ; = j) 

z     en     c  -h  7:; r ^ ;  ; 

elles  deviennent 

(  3  )  /i  '  —    î  ///  ;  —  A  n  Y^  H-  i  c  (  ;  —  (•  )  ru:  <), 

et 

(4)         /»'^ —  2//1';  —  '.î/l'r,  -4-  îî6'(Ç  —  c)  =:  O. 

Si,   dans  ces  équations,  on  considère  Ç,  r,,  1^  coiuuie 
des  coordonnées  courantes,  elles  représentent  deux  plans 

passant  par  le  point  (  Ç  =  o,    r,  =  o,    î^  = ; —  )  >  et, 

lorsque  m,  /i,  m',  «'  varient  d'après  une  loi  donnée,  leur 
intersection  décrit  un  cône  (réel  ou  imaginaire). 

Réciproquement,  si  dans  les  équations  (3)  et  (4)  on 
change 

ç     en 


T,     en 


k\y 


on  retombe  sur  les  équations  (i)  et  (2). 

Donc,  à  toute  girocyclide  correspond  un  cône,  et  ré- 
ciproquement. Les  génératrices  du  cône  correspondent 
aux  cercles  générateurs  de  la  girocyclide, 

Rcmarr|uou8  c»n  outre  (jU(»,  quel  que  soit  A',  pour  une 
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même  détermination  de  //<,  /i,  m'.  n\  toutes  les  droites 
représentées  par  les  équations  (3)  et  (4)  ont  la  même 
direction.  Donc  tous  les  cônes  transformés  sont  égaux. 
En  particulier,  ils  sont  égaux  au  cône  tangent  à  la  sur* 
face  au  point  singulier  dont  les  coordonnées  sont  o,  o 
et  c,  car,  pour  Âr=:o,  les  équations  (3)  et  (4)  repré- 
sentent les  plans  tangents  aux  sphères  (i)  et  (2)  en  ce 
point. 

Us  sont,  de  plus,  symétriques  du  cône  tangent  au 
point  (o,  o,  — c),  par  rapport  à  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xj, 

ni.  Voyons  maintenant  h  quoi  correspondent  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série.  D'après  un 
théorème  connu,  ce  sont  les  transformées  des  lignes  de 
courbure  de  la  deuxième  série  du  cône,  et  celles-ci  sont 
les  intersections  du  cône  avec  des  sphères  de  rayon  arbi- 
traire, ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône.  Il  est  facile 
de  le  vérifier  analytiquement. 

D'après  un  théorème  démontré  par  M.  Amigues,  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série  sont  situées  sur 
des  sphères  dont  Téquation  générale  est 

h  étant  un  paramètre  arbitraire. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

^î_|_  yî_j_  (.__c)î_|_*î(^ —  A)(^  — C)  4-  2C(C  —  /l)  —  o. 

Si  Ton  y  fait  la  transformation  indiquée,  il  vient 

A-*-haA-*(c-A)(;  — c)  +  3c(c-A)[$«-t-Vh-(;-c)«]=:o. 

Si  h  varie,  cette  équation  représentera  une  série  de 

sphères  dont  le  centre  sera  sur  l'axe  des  ^,  et  à  unedis- 

2  c* A* 

tance  de  l'origine  égale  à  — ;— ; — ;    ce    sont    bien   les 

sphères  déiinies  précédeniiiient. 
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IV.  Une  girocyclide  du  quatrième  ordre,  rapportée, 
comme  l'a  fait  M.  Amigues,  au  centre  et  aux  axes  de  la 
conique  que  décrit  le  centre  de  la  sphère  enveloppée,  a 
pour  équation 

(a^s-h  v^-h-G»— a^— ^.*  — c-2)».=  4A(x— a)*  +  4B(v  — ^)* 

ou  bien 

[(jc  —  ay-h{y—by-h{z  —  cy--h^a{u'--a)-h9.0{y—b)-h2c{Z'-c)\ 
zz=4A(x-.rt)«-h4B(v— ^;)^ 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 

au  point  («,  i,  o),  celte  équation  devient 

* 

n=4À.r*-h4Hr-, 

et,  si  Ton  elFeclue  sur  cette  dernière  équation  la  trans- 
formation indiquée,  il  vient 

[/,î4_2aî-h2/^Yi-i-2c(;-r)]*==-.iA$*-h4BV, 

équation  qui  représente  un  cône  du  second  ordre. 

(  ^  suwre.) 


QUESTION  DE  LICENCE 

(yo:«TPELLIER.   —   NOVEMBRE    1879); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBKRGUK. 


On  donne  un  cylindre  droit  vertical  dont  la  base 
est  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  a.  Une  courbe 
tracée  sur  ce  cylindre  jouit  de  la  propriété  que,  M  dé- 
signant wi  point  de  cette  courbe  et  RU  la  tangente  cor- 
respondante, la  projection  du  rayon  vecteur  OM  =  r 
sur  cette  tangente  est  constante  rt  égale  à  une  ligne 
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donnée  k.  Le  point  .M  est  défini  par  l'ordonnée  %wrti- 
cale  z  et  par  l'angle  co  que  la  projection  horizontale  OP 
de  OM/brme  avec  le  rajon  fixe  OA. 

On  propose  de  : 

i"  Trousser  la  relation  finie  qui  existe  entre  z  et  w, 
ou,  si  l'on  préfère,  exprimer  ces  coordonnées  en  Jonc- 
tion d' une  variable  auxiliaire; 

2®  Trouifer,  en  fonction  de  z,  l'expression  s  de  l'arc 
de  la  courbe  ; 

3°  Calculer  l'aire  cylindrique  comprise  entre  deux 
génératrices  données  et  les  arcs  quelles  interceptent 
sur  la  courbe  et  sur  le  cercle  de  base, 

i^  Désignons  par©  l'angle  MRP  que  fait  la  tangente 
à  la  courbe  avec  la  tangente  PR  au  cercle  de  base.  OI 


étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur  MR,  la 
droite  PIsera  aussi  perpendiculaire  sur  MR  et  l'angle  MPI 
sera  égal  à  l'angle  cp.  On  aura  donc 


(I) 


Considérons  maintenant  un  point  M'  de  la  courbe  in- 
iiniment  voisin  de  M,  et  un  arc  de  cercle  MQ  parallèle 
au  cercle  de  base  et  rencontrant  en  Q  l'ordonnée  M'P. 


(  ;5.K.  ) 

Le  triangle  rectangle  inlîniinent  petit  MM'Q  nous  don- 
nera 

MQ  =  PP'=i  rt  e/w  =  dz  rotcp, 

ou,  en  remplaçant  coto  par  sa  valeur  tirée  de  (i), 
d'où 


2**  Le  même  triangle  rectangle  donne 

^V  :^  -: j 

OU,  en  tenant  compte  de  (i), 


d'où 


ds  ^=  jz  dz. 


:>.  A' 


3®  Coupons  le  cylindre  suivant  la  génératrice  AMq  et 
développons-en  la  surface  sur  un  plan  passant  par  cette 
génératrice;  Taire  AMoMP  que  nous  voulons  calculer 
se  placera  en  AMoMiPi,  de  telle  sorte  que  AP|=ra(i> 
et  M|  P|  =  r  ;  en  la  désignant  par  A,  nous  aurons 

azdo>:=.       j^/z^'-Zr-dz 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugel,  qui 
a  également  résolu  la  question  de  licence  (nu^me  Tome,  p,  55). 
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AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHÊIATIQUES 
(CONCOURS  DE  1880). 


COMPOSITION   DU   9    AOUT. 

Matluhnatiques  spéciales . 

On  donne  un  ellipsoïde,  et  Ton  considère  un  cône  ayant 
pour  base  la  section  principale  de  Tellipsoïde  perpendi- 
culaire à  l'axe  mineur;  ce  cône  coupe  rellipsoïde  sui- 
vant une  seconde  courbe  située  dans  un  plan  Q. 

1°  Le  sommet  du  cône  se  déplaçant  dans  un  plan 
donné  P,  trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  du  plan  Q 
par  rapport  à  rellipsoïde. 

2®  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  degré  Z  :  on  de- 
mande de  déterminer  les  positions  du  plan  P  pour  les- 
quelles le  cône  asymptote  de  cette  surface  2  a  trois 
génératrices  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  Tellip- 
soïde. 

3°  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  la  surface  Z 
satisfasse  aux  conditions  précédentes,  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  sections  faites  dans  ces  surfaces  2  par  un  plan 
fixe  R  perpendiculaire  à  Taxe  mineur  de  Tellipsoïde. 

4®  Trouver  la  surface  engendrée  par  la  courbe,  lieu  de 
ces  foyers,  quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même. 

COMPOSITION   DU   lO   AOUT. 

Mathémat iques  élcmentaires . 

On  donne  le  côté  a  d'un  triangle  ABC,  la  somme  / 
des  deux  autres  côtés,  la  somme  K^  des  carrés  des  bissec- 
trices, soit  des  angles  intérieurs  adjacents  au  côté  /z,  soit 
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(les  angles  extérieurs  adjacents  au  même  coté,  et  Ton  de- 
mande de  calculer  les  deux  autres  côtés  b  et  c. 

On  examinera  le  cas  particulier  où  /=  4^^  et,  dans 
ce  cas,  on  discutera  complètement  les  deux  problèmes 
en  laissant  a  fixe  et  en  faisant  varier  K^. 

COMPOSITION    DU   I  1    AOUT. 

!•  Définir  les  lignes  de  courbure  et  établir  leur  équa- 
tion différentielle. 

2^  Former  Téquation  qui  donne  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  d'une  surface  donnée;  éta- 
blir les  conditions  nécessaires  et  suflisantes  pour  que 
cette  équation  ait  deux  racines  égales. 

y/pplication. 

Soient  u  une  fonction  donnée  d'une  variable  a  et  i/sa 
dérivée.  Soit  (^((5)  une  fonction  donnée  d'une  autre  va- 
riable [3.  On  considère  une  surface  S  telle  que  les  coor- 
données rectangulaires  .r,  /,  z  d'un  quelconque  de  ses 
points  s'expriment  parles  formules 

.ti=  (//  4-  3)  cosa  —  //'  sina, 
V  m  (w  4-  [i)  sin  a  -h  w'cosa, 

1°  Démontrer  que  les  projections,  sur  le  plan  xOj^ 
des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au 
plan  JoOj  ont  même  développée. 

a**  Démontrer  que  les  normales  à  la  surface  S  aux  dif- 
férents points  d'une  quelconque  de  ces  sections  forment 
une  surface  développable,  et  déterminer  l'arête  de  re- 
broussemenl  de  celti.'  surface. 
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3"  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  Set 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  quelconque  de 
ses  points. 

Géométrie  descriptii^e. 

Intersection  d'un  cône  et  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique ayant  une  génératrice  commune. 

Données, 
Cône,  —  La  base  du  cône  est  un  cercle  situé  dans  le 
plan  horizontal  et  ayant  pour  centre  le  point  O. 

Distance  du  centre  O  au  bord  droit  du  cadre.  o™,ioo 
Distance  OB  du  centre  O  à  la  ligne  de  terre. .  0,095 
Rayon  du  cercle 0,080 

Le  sommet  est  projeté  horizontalement  en  S,  sur  le 

0M30 


diamètre  du  cercle  de  base  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
et  verticalement  en  un  point  S' tel  que  S'a*  =0",  i3o. 

Paraboloïde,  —  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  hori- 
zontal, pour  directrices  : 

i"  La  verticale  OBC  passant  par  le  centre  O  du  cercle 
base  du  cône  ^ 

a*"  La  génératrice  SA  du  cône  dont  la  projection  hori- 
zontale fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  3o". 

yénn.  de  Mathémac,^  !«  série,  l.  XX.  (Août  1881.)  23 
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On  limitera  le  cône  au  plan  horizontal  de  projection 
et  à  un  second  plan  horizontal  situé  au-dessus  du  som- 
met S,  à  une  distance  de  ce  point  égale  à  o",o4^* 

On  devra  construire  le  point  de  la  section  situé  sur  la 
génératrice  commune  SA,  le  point  où  la  projection  verti- 
cale de  cette  section  rencontre  son  asymptote,  ainsi  que 
la  tangente  en  ce  point. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  des  parties  cachées, 
on  regardera  le  cône  comme  solide  et  on  supposera  le 
paraboloïde  enlevé. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  sé- 
parée, une  explication  sommaire  de  la  méthode  employée 
et  des  constructions  eiTectuécs. 

Composition  sur  un  sujet  de  licence. 
Première  question. 

Intégrer  les  équations  difTérenticlles  simultanées 

dj^  .,         -, 

—  ■=iax  -\-  hy-\-  b'Zy 

^  zn  b'x  -\-  by  -\-  a^Zy 

où  a,  al  y  a"  y  i,  A*,  b"  sont  des  constantes  réelles  don- 
nées, et  x,  j^,  z  des  fonctions  inconnues  de  la  va- 
riable t. 

Deuxième  question. 

On  considère  un  axe  vertical  Or,  autour  duquel  tourne, 
d*après  une  loi  déterminée,  mais  inconnue^  un  tube  rec- 
tiligne  OA,  de  section  infiniment  petite,  qui  rencontre 
Taxe  fixe  en  O  et  fait  avec  lui  un  angle  constant  d;  dans 
l'intérieur  du  tube  peut  se  mouvoir  sans  frottement  un 
point  pesant  M. 
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1®  On  demande  quelles  doivent  être,  d'une  part,  la 
loi  de  la  rotation  du  tube,  de  Taulre,  les  rireonstanees 
initiales  du  mouvement,  pour  que  la  distance  r  du  point 
M  au  point  fixe  O  soit,  a  cliac|ue  instant  t,  donnée  par 
la  formule 

K  et  a  étant  des  constantes  positives  données. 

a®  Conservant  pour  le  mouvement  de  rotation  du  tube 
la  loi  précédemment  trouvée,  ne  faisant  d'ailleurs  au- 
cune hypothèse  sur  les  circonstances  initiales,  on  de- 
mande d'étudier  le  mouvement  du  point  pesant  dans  le 
tube. 

Calcul. 

Etant  donnée  l'équation 

i^  Démontrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires; 

a**  Calculer  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y/ —  i 
pour  chacune  de  ces  racines.  En  posant  z  z=  x  -^  yi^  on 
verra  que  le  problème  dépend  de  la  recherche  d'une 
des  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  ;  on  calcu- 
lera cette  racine  à  l'aide  des  Tables  tri gonomé triques 
avec  le  degré  d'approximation  qu'elles  comportent. 

Mathémat Iffues  spécialt^s.  (  Leçons .  ) 

1®  Equation  du  plan  tangent.  —  Application  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

a**  Exposer  quelques-unes  des  méthodes  h  l'aide  des- 
quelles on  reconnaît  la  nature  d'une  surface  du  second 
degré  donnée  par  son  équation. 

3°  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  coor- 
données rectîlignes.  (Première  leron.) 
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4°  Etant  donnée  une  fonction  d'une  seule  variable, 
reconnaître  au  moyen  de  sa  dérivée  si  elle  est  croissante 
ou  décroissante.  —  En  déterminer  les  niaxima  et  les 
minima. 

5®  ,;Définition  de  la  fonction  aP^.  —  Étude  de  cette 
fonction. 

6®   lim(  -\-  —  \    quand  m  devient  infini. 

y°  Théorème  de  RoUe.  —  Son  usage  pour  la  sépara- 
tion des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcen- 
dante. 

8°  Génératrices  rectilignes  de  Thyperboloïde  à  une 
nappe. 

9**   Résolution  algébrique  de  Téquation 

Discussion. 

10**  Plans  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second 
degré. 

Il**  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré. 
(On  ramènera  la  question  a  Tétude  d'une  équation  du 
troisième  degré.) 

12**  Transformation  des  équations  algébriques. 
(Exemples.) 

i3°  Premières  leçons  sur  les  séries. 

i4^  Discussion  de  Téquation  du  second  degré  à  deux 
variables.  (Géométrie  analytique.) 

i5*  Tangentes  et  asymptotes  en  coordonnées  po- 
laires. 

i6°  Théorème  de  Sturm. 

17**  Conditions  pour  que  Téquation  du  second  degré 
a  trois  variables  représente  une  surface  de  révolution. 
(Exemples.) 

18**  Règle  des  signes  de  Descartes. 

19**  Etant  donnée  Téquation  générale  d'une   ellipse 
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ou  d*une  ky^ierbolc,  déterminer  les  axes  de  la  courbe  en 
grandeur  et  en  position. 

Etant  donnée  Téquation  générale  d'une  parabole,  dé- 
terminer son  axe  en  position  et  la  grandeur  du  para- 
mètr<?. 

20**  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le 
cas  où  la  courbe  d'intersection  a  des  branches  infinies. 
(Géométrie  descriptive.) 

21^  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  un  hy- 
perboloïde  de  révolution  à  une  nap)>e.  (Géométrie  des- 
criptive.) 

22°  Section  plane  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à 
une  nappe,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une  hyperbole. 
(Géométrie  descriptive.) 

Mathématiques  élémentaires.  (Leçons,) 
1**  Résolution  et 'discussion  de  Téquation 

ax^  -h  bx  H-  c  =  o. 

2"   Figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe,    par 
rapport  à  un  point,  par  rapport  à  un  plan. 
3^  Maximum  et  minimum  de  l'expression 


a^x*  -h  b'ju  -H  c' 

4°  Conversion  d'une  fraction   ordinaire  en  fraction 
décimale.  — Fractions  décimales  périodiques. 
5°  Mesure  des  angles. 

6"  Volume  de  la  sphère  et  du  segment  sphérique. 
7**  Résolution  des  équations 

ax  -\-  by  r=zc,     a'x  -\-  b' y  ^  c' . 
Discussion. 

W*  Formules  relatives  à  l'addition  et  à  la  soustrac- 
tion des  arcs. 
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9"  Plus  grand  commun  diviseur,  et  plus  petit  mul- 
tiple de  plusieurs  nombres  entiers. 

io°  Recherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre (méthode  des  isopérimètres). 

Il®  Angles  trièdres.  —  Trièdres  supplémentaires. 
—  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  Ton 
puisse  construire  un  trièdre  avec  trois  faces  données,  ou 
avec  trois  dièdres  donnés.  (Géométrie  élémentaire.) 

12°  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité 
près.  —  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire avec  une  approximation  donnée. 

i3®  Relations  entre  les  angles  et  les  côtés  d'un 
triangle.  (Trigonométrie.) 

i4**  Parabole.  (Géométrie  élémentaire.) 

i5**  Équation  bicarrée.  —  Transformation  des  ex- 
pressions de  la  forme  y  A  ±  y/B  en  une  somme ,  ou  en 
une  différence  de  deux  radicaux  simples. 

i6°  Division  des  nombres  entiers. 

17°  Division  des  polynômes. 

18°  Propriétés  élémentaires  des  nombres  premiers.  — 
Décomposition  d'un  nombre  en  facteurs  premiers. 

19°  Rabattements.  — Changements  de  plan.  Rotation. 

20**  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite.  — 
Plus  courte  distance  des  deux  droites.  (Géométrie  des- 
criptive.) 

21**  Mesure  de  la  pyramide  et  du  tronc  de  pyramide 
à  bases  parallèles. 

22°  Etude  des  variations  du  trinôme  ax^  +  bx-hc, 

23**  Tangentes  à  l'ellipse.  —  Problèmes  qui  s'y  rap- 
portent. 
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ÉCOLE  NORMALE  SIIPÊRKIIRB,  SECTION  DBS  SCIENCES 
(CONCOURS  DE  1881). 


COMPOSITION  DU   27  JUIN. 

Mathématiques. 
On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

277' =  4^': 

1®  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satis- 
faire les  paramètres  meln  pour  que  la  droite 

y^=z  nix-\-  n 

soit  tangente  à  cette  courbe. 

2**  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  Ton  peut  mener 
à  la  courbe  proposée  deux  tangentes  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  de  la  conique  représentée  parTéqua- 

tion 

^i^yi^  2 axy  •=.  B. 

3^  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des 
sécantes  coupant  cette  courbe  en  deux  points  variables 
M,  IVr.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  segment  MM'. 
Discuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  ré- 
pondent à  des  sécantes  pour  lesquelles  les  points  M,  M  ' 
sont  réels. 
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COHIGtliRS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  GKNTRALE  DES  ARTS 
ET  NAKUFAGTIiRES  EN  1880. 


PREMIÉBE   SESBIOM.    —   ÉPREUVKS   ÉCRITES. 

I.  —  Géométrie  analytique. 

Soient  Ox,  Oj  deux  axes  rectangulaires,  et  sur  Ox 
un  point  A,  sur  Oj  un  point  B.  On  mène  par  le  point 
Â  une  droite  quelconque  AR,  de  coefficient  angu- 
laire m. 

i«  Former  l'cquatîon  de  l'hyperbole  H,  qui  est  tan- 
gente à  l'axe  Ox  au  point  O,  qui  passe  par  le  point  B, 
et  pour  laquelle  la  droite  AR  est  une  asymptote. 

a"  On  fait  varier  m,  et  on  demande  le  lieu  décrit  par 
le  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  B  à  l'hyperbole 
H  et  de  l'asymptote  AR. 

3**  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB: 
ce  cercle  coupe  l'hyperbole  H  aux  points  O  (ît  B  et  en 
deux  autres  points  P  et  Q.  Former  l'équation  de  cette 
droite  PQj  puis,  faisant  varier  m,  trouver  successive- 
ment les  lieux  des  points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ 
avec  les  parallèles  menées  parle  point  O,  soit  à  l'asym- 
ptote AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  H. 

IL  —  Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  donnée,  dont  le  rayon  est  égal  à  o"*,o9o, 
touche  les  deux  plans  de  projection  à  0*^,100  du  bord 
gauche  du  cadre. 

Dans  le  plan  du  petit  cercle  de  front,  distant  de  o™,iao 
du  plan  vertical  de  projection,  à  la  droite  du  centre  de  ce 
cercle  cl  n  une  dislance  de  ce  centre  égale  à  la  moitié  du 
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rayon  du  même  petit  cercle,  on  mène  une  verticale^  sur 
la  partie  de  cette  verticale  comprise  entre  son  point  su- 
périeur de  rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizontal 
de  projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral.  Ce 
triangle,  en  tournant  autour  de  cette  verticale,  engendre 
un  double  cône.  —  On  demande  de  représenter  la 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  suppri^ 
niant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  double 
c6ne. 

On  indiquera,  à  Tencre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  déterminer  un  point  quelconque  de  la  ligne 
commune  à  la  sphère  et  à  Tun  des  concs,  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Sphère  entaillée  par  un  double  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  0^,190  du  petit  côté  inférieur. 

III.  —  Triangle, 

Étant  donnés  dans  un  triangle  ABC, 

a  =:  32578^,29, 
b  =  548o5"»,73, 
C=  H2«35'28%i5, 

calculer  A,  B,  c  et  Taire  du  triangle. 

IV.  —  Physique  et  Chimie. 

1.  On  pèse  un  ballon  préalablement  rempli  d'air  sec, 
à  o"  et  sous  la  pression  Ho  =  754"",66^  soit  P  son 
jK>ids.  On  fait  le  vide  dans  ce  ballon,  ramené  à  0°,  et, 
après  avoir  noté  la  pression  de  Tair  restant,  /zq  =  7"", 
on  le  pèse  de  nouveau^  soit  p  son  poids. 
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Le  poids  de  Taîr  enlevé  par  la  machine,  P  — p,  esl 
de  la^f^S^ay, 

On  demande  de  calculer  : 

I®  Le  poids  de  l'air  quî  remplirait  le  ballon  à  o®  el 
sous  la  pression  de  760"*™  \ 

2^  Le  poids  de  l'acide  carbonique  qui  remplirait  le 
même  ballon  dans  les  mômes  conditions  de  température 
et  de  pression  (o*  et  760""*)  5 

3®  Le  poids  de  l'acide  carbonique  qui  sortirait  du 
ballon  si  l'on  ouvrait  le  robinet  dont  il  est  muni,  après 
l'avoir  plongé  dans  la  vapeur  d'eau  bouillante,  à  la  tem- 
pérature de  9g°,947  1^  pression  extérieure  étant  alors 
de  758""»,53. 

Densité  de  Tacide  carbonique S  rr=  1,52901 

Coefficient  de  dilatation  de  Fa- 

cide  carbonique «  =  0,008719 

Coefficient  de  dilatation  du  verre.  A*  =  0,0000276. 

2.  Propriétés  principales  et  préparation  de  l'hydro- 
gène protocarboné. 

Calculer  le  volume  d'hydrogène  protocarboné  que  l'on 

peut  brûler  avec  iSoo*""  d'oxygène. 

/C==6 
Équivalents |  H=i  i 

(0=:8 

Densité  de  l'hydrogène  protocarboné. .      0  =1 0,669 
Poids  d'un    litre   d'air  à  o*  et  sous  la 

pression  de  760°^ H',293. 


C==6  I 


SBCOND6   SESSION.    —   igPRErVRS   ÉCIITES. 

L  —  Géométrie  analytique, 

\^  Écrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant 
par  deux  points  donnés  A  et  B  et  dont  les  diamètres  ont 
une  direction  donnée. 
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2°  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet  et 
du  foyer  de  chacune  de  ces  paraboles. 

3®  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpen- 
diculaire à  la  droite  ÂB  :  trouver  le  lieu  des  points  de 
contact  et  construire  ce  lieu. 

Notations.  —  La  ligne  AB  étant  prise  pour  axe  desj^ 
et  une  perpendiculaire  à  cette  ligne  pour  axe  des  x,  on 
fera  ÂB  =  2a  et  on  appellera  m  le  coefficient  angulaire 
de  la  direction  des  diamètres  des  paraboles  considérées. 

II.  —  Géométrie  descriptive. 

Par  un  point  (co,w')  situé  dans  le  premier  dièdre, 
à  o"^,  100  de  chacun  des  plans  de  projection  et  au  milieu 
de  la  feuille,  on  conduit  une  parallèle  à  la  ligne  déterre 
et  une  verticale. 

La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont 
le  cercle  méridien,  tangent  à  cet  axe  en  (co,  u)'),  ao™,o45 
de  rayon. 

La  verticale  est  l'axe  d'un  autre  tore  concentrique  au 
premier,  dont  le  rayon  du  cercle  méridien,  égal  à  celui 
de  son  collier,  vaut  o™,o3o. 

On  demande  de  construire  hîs  deux  projections  de  l'in- 
tersection des  surfaces  ainsi  déiiuies. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  corps  con- 
stitué par  l'ensemble  des  deux  tores,  et  l'on  indiquera  les 
constructions  employées  pour  déterminer  un  point  quel- 
conque de  l'intersection,  avec  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  des  surfaces. 
Titre  intérieur  :  Tores  concentriques. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  k  o"*,235  du  petit  côté  supérieur. 


I 
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111.  —  Triangle, 

Calculer  les  angles  et  Taire  d'uu  triangle  dont  les  trois 

cotés  sont 

a  =z  47653™, 25, 

b  —  57682'», 47, 

c  —  35462'",84. 


IV.  —  Physique  et  Chimie, 

\,  i^  Un  thermomètre  à  mercure  plonge  dans  un  bain 
d'eau  chaude  jusqu'au  vingtième  degré  de  son  échelle  : 
il  indique  alors  85®.  Â  partir  du  vingtième  degré  la  tige 
du  thermomètre  est  entourée  d'un  manchon  dans  lequel 
circule  un  courant  d'eau  à  10°.  Quelle  est  la  tempéra-  i 

ture  du  bain  ?  ' 

Coefficient  de  dilatation  apparente  du 

mercure 0  =  0,0001 54 

2^  La  petite  branche  d'un  siphon  qui  est  formé  de 
deux  parties  cylindriques  de  même  section  plonge  ver- 
ticalement dans  un  vase  plein  d'eau.  La  partie  AB  de 
cette  branche  i*enferme  de  l'air  sous  la  pression  atmo- 
sphérique H.  La  grande  branche  BC,  qui  porte  un  ro- 
binet R,  est  pleine  d'eau. 

On  ouvre  le  robinet  R^  l'eau  commence  à  s'écoulerde 
la  branche  BC,  et  celle  du  vase  s'élève  dans  la  branche 
AB.  —  Quelle  doit  être  la  longueur  de  la  grande  branche 
pour  que  Péquilîbre  s'établisse,  lorsque  Teau  est  par- 
venue en  B  ? 

a  est  l'angle  des  deux  branches  du  siphon. 

Le  niveau  de  l'eau  dans  le  vase  est  supposé  inva- 
riable. 
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2.  Propriétés  principales  et  préparation  de  riiydro- 
gène  phosphore. 

Quel  est,  a  o®  et  sous  la  pression  de  760"'",  le  volume 
d'hydrogène  contenu  dans  SooS*"  d'hydrogène  phos- 
phore ? 

^      .     ,                                                           i  Ph  ==:  32 
Equivalents <    „ 

Densité  de  Thydrogène 0  z=:  0,0692 

Poids  d'un  litre  d'air  à  o*  et  sous  la 

pression  760™"* =  i'^^'jSqS 


PUBLICATIONS  REGENTES. 


1.  BuLLETTIlfODE  BIBLIOGRAFIA  E  Dr   STORIA  DELLE  SciENZE 

MÀTEMÀTicHE  E  FisiCHE,  pubblicato  da  B.  Boncompa- 
gniy  socio  ordinariodelP  Accademia  pontifie! a  de'  Nuo- 
vi  Lincei,  socio  corrîspondente  dell' Accademia  délie 
Scienze  dell'  Istituto  di  Bologna,  délie  R.  Accademit* 
délie  Scienze  di  Torino,  e  di  Scienze,  Lettere  ed  Artî 
di  Modena,  e  socio  ordinario  délia  R.  Accademia  délie 
Scienze  di  Berlino. 


Tomo  XlII,  1880. 

Gennaig-Febbraio.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  AritmeiicR 
del  P.  D.  Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolarc 
délia  Congregazione  del  SS.  Salvatore.  —  B,  Boncompagni. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Marzo.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Con- 
gregazione del  SS.  Salvatore  (conlinuazione).  —  B,  Boncom- 
pagni, 
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ApRiLR.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  I>. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Con- 
gregazione  del  SS.  Salvatore  (continuazîonc).  —  B.  Boncom- 
pagni. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Maggio.  —  Intorno  ad  un  Tratlato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Con- 
gregazione  del  SS.  Salvatore  (continuazione).  —  B,  Boncont- 
pagni, 

GiUGNO.  —  Intorno  ad  un  Trattato  di  Aritmetica  del  P.  D. 
Smeraldo  Borghetti  Lucchese,  canonico  regolare  délia  Con- 
gregazione  del  SS.  Salvatore  (fine).  —  B.  Boncompagni, 

Notizie  dei  Libri  relativi  aile  Matematiche,  posseduti  dalla 
Biblioteca  Alessandrina,  e  non  citati  dal  conte  Giovanni 
Maria  Mazzuchelli  nella  parte  stampata  délia  sua  Opéra  inti- 
iohta  Gli  scrittori  d'Iialia,  ecc.  —  £".  NarduccL 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

LuGLio.  —  Notice  sur  les  Tables  astronomiques  attribuées  à 
Pierre  III  d'Aragon  ;  par  Maurice  Steinschneider.  —  Sup- 
plément au  travail  intitulé  Recherches  sur  les  manuscrits  de 
Pierre  de  Fermât,  suivies  de  fragments  inédits  de  Bachet 
et  de  Malebranche  ;  par  C.  Henry, 

Agosto.  —  Nuovo  documento  relativo  alla  invenzione  del 
rannocchiali  binocoli,  con  illustrazioni,  del  prof.  Gilberto  Govi. 

I  precursori  inglesi  del  Newton.  Traduzione .  dall*  ingleso 
del  prof.  Antonio  Favaro, 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

2.  American  Journal  of  Mathematics.  Exiitor  in 
ckief,  J.-J.  Sylvester.  Associate  edîtor  in  charge,  Wil- 
liam E.  Story.  Published  under  the  auspices  of  tlie  Johns 
Hopkîns  Unîversity.  Volume  III,  number  3.  Cambridge, 
University  press.  Paris,  Gautbier-Villars,  i88o. 

3.  Grebk  Geombtrt  from  Thales  to  Euclid,  Part  II, 
by  George  Johnston  Allman,  LL.  D.  of  Trinîty  Col- 
lège, Dublin  -,  professore  of  Mathematics,  and  member 
of  the  Senate  of  the  Queen's   Unîversity  in  Ireland, 
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member  of  the  Senate  of  the  royal  Universîty  ofireland, 
—  Dublin,  printed  at  the  Universîty  press,  by  Ponsonby 
and  Weldrick,  1881. 

4.  Die  Tàchymetrie  mit  besonderer  Berucksichtiguivg 

DES  TaCHTMETERS,    VON  TlCHY   UND  StARKE,    FUR  TeRRÀIM 

ukdTrace-Studien,  bearbeitet  vou  Amton  Schell,  K.  K. 
Professor.  Mît  2  Tafeln  und  ay  Figuren.  —  Wîen, 
Druck  und  Verlag  von  L.-W.  Seidel  und  Sohn,  1880. 

5.  Principii  fondamentali  della  Geometria  dbi  tes- 
suTi,  per  Edoardo  Lucas.  —  Torîno,  tîp.  elît.  Catnîlla 
e  Bertolero,  via  Ospedale,  18  \  1880. 

6.  LaMétéorologieappliquée  a  la  prévisiondu  temps. 
Leçon  faîte  le  a  mars  1880  à  TEcole  supérieure  de  Télé- 
graphie, par  M.  E.  Mascart^  professeur  au  Collège  de 
France,  directeur  du  Bureau  central  météorologique; 
recueillie  par  M.  Th,  Moureaux^  météorologiste  au 
Bureau  central.  —  Paris,  Gauthier- Villars,  imprimeur- 
libraire,  quai  des  Augustins;  1881 . 

7.  Académie  des  Sciences ^  des  Lettres  et  des  Arts 
d'Amiens,  —  Delambke  bt  Ampère.  Discours  de  récep- 
tion, suivi  de  notes  et  de  pièces  justificatives,  et  de  plu- 
sieurs Lettres  inédites  de  Delambre-,  par  M.  Desboves, 
agrégé  et  docteur  es  sciences.  —  Amiens,  librairie 
Hecquet,  32,  rue  Delambre  ;  1881 . 

Tirages  a  part. 

8.  Développements,  par  rapport  au  module,  des  fonc- 
tions X(;r),  [jl(j")  et  de  leurs  puissances^  parM.  Désiré 
André ^  ancien  élève  de  TEcole  Normale.  [Extrait  des 
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Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Normale  supérieure  ; 
1880. 

9.  Sur  les  écrits  scientifiques  deMoutesquibu^  par 
M.  Désiré  André.  (Extrait du  Correspondant,) 

10.  MicBEL  Chasles^  par  M.  Philippe  Gilbert,  profes- 
seur à  rUniversité  deLouvain.  (Extrait  delà  Revue  des 
questions  scientifiques,  avril  1881 .  )  —  Bruxelles,  Alfred 
Vromant,  imprimeur-éditeur,  3,  rue  de  la  Chapelle; 
1881. 


SOLUTIOKS  DE  OUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1306; 
Par  m.  GENTY. 

On  donne  une  conique  C2  et  trois  points  A,  B,  C.  Par 
chaque  point  P  de  C2  passe  une  conique  circonscrite  au 
triangle  ABC  et  tangente  à  C2  ew  P,  et  chacune  de  ces 
coniques  coupe  la  conique  fixe  en  deux  autres  points 
M  et  N. 

L'enveloppe  de  la  droite  MN  est  de  la  quatrième 
classe,  du  sixième  ordre;  elle  n'a  pas  de  point  d'in- 
flexion ;  elle  est  doublement  tangente  aux  côtés  du 
triangle  ABC;  elle  a  quatre  points  doubles,  six  points 
de  rebroussement.  Les  tangentes  de  rebroussement  sont 
les  tangentes  à  C2  aux  six  points  oà  les  côtés  du  triangle 
ABC  coupent  cette  conique,  (E.  Dewvlf.) 
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Au  lieu  de  chercher  l'enveloppe  de  la  droite  MN,  que 
nous  appellerons  2)4,  nous  allons  chercher  la  polaire  ré- 
ciproque S 4  de  cette  courbe  par  rapport  à  la  conique 
donnée,  c'est-à-dire  le  Heu  du  pôle  de  la  droite  MN  par 
rapport  à  cette  conique. 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence,  et 
soit 

ajc^-h  by^  -h  cz*-\-  2/ v^  -h  2  ^  -c.r  -h  2/1  or y  =z  o 
ou 

S-o 

Téquation  de  laconique  donnée.  On  sait  que  cette  équa- 
tion peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

(i)    A\»-+-BY»4-CZ*-f-2FYZ4-2GZXH-2HXY  =  o, 
en  posant 

^~^'    Th--'     ~dz^''' 
K  —  bc—P,     B  —  ac—g^      G=a6~/i»; 
F=^A_a/,    O^hf-bg,     H=/g-^ch, 

Cela    posé,    une   conique    tangente  à    C2   au    point 
{jcf^y'^J)  aura  pour  équation 

S  -^  {Ix  -^  rny  -^  nz){jrX'  ^  yV  -\-  z7J)z=LO, 

X',  Y',  Z' étant  ce  que  deviennent  X,  Y',  Z  quand  on  y 
remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  du  point 
de  contact. 

Pour  que  cette  conique  soit  circonscrite  au  triangle 
ABC,  il  faudra  qu'on  ait 

a-\-  l\'z=io;     6-hmY'— o;     c-|-/iZ'=:o. 

La  droite  MN  a  donc  pour  équation 

nx       br       cz 

Jnn.  de  Mathémat.,  2*  série,  t.  XX  (AoiU  iH8i).  ^4 


(  -^70  ) 
Si  [x^^y"y  z")  est  le  pôle  de  cette  droite  par  rapporta 
C2,  on  aura 

On  a  d'ailleurs,  puisque  le  point  [af^y',  z')  est  sur  Cj, 
AX'*-i-BY'*-hCZ'* 


^^^  I  H-2FY'Z'-+T2GZ'X'H-îiHX'Y'rzio. 

En  éliminant  X',  Y',  Z' entre  les  équations  qui  pré- 
cèdent, et  supprimant  les  accents  de  X",  Y"',  Tf^  il 
vient 

Aa«       B6*       Ce*       2Vbc       ^Gac       ^Hab  _ 

(4)    -x^'^-Yr-+--zr-»--YZ~"^  zx    "^"XY"""''- 

Cette  forme  de  Téquation  montre  que  la  courbe  S4  est 
du  quatrième  ordre,  et  qu'elle  a  pour  points  doubles  les 
sommets  du  triangle  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
port à  C2.  Elle  est,  par  suite,  de  la  sixième  classe;  elle  a 
six 'points  d'inflexion,  quatre  tangentes  doubles  et  pas 
de  point  de  rebroussement. 

Les  propositions  corrélatives  fournissent  la  solution 
de  la  question  i306,  moins  toutefois  la  dernière  partie 
relative  aux  tangentes  de  rebroussement,  qui  nous  parait 
inexacte.  En  effet,  la  courbe  S4  rencontre  Cs  en  huit 
points,  qui  sont  les  points  de  contact  des  coniques  dou- 
blement tangentes  à  C2  menées  par  les  points  A,  B  et  C. 
Les  tangentes  en  ces  liuit  points  sont  évidemment  des 
tangentes  à  £4.  Or  cette  courbe,  étant  de  la  quatrième 
classe,  ne  peut  avoir  plus  de  huit  tangentes  communes 
avec  une  conique  :  il  en  résulte  que  les  droites  indi- 
quées comme  étant  les  tangentes  de  rebroussement  de 
l'enveloppe  ne  peuvent  pas  ôirc  des  tangentes  à  celte 
courbe. 


(  •■^7'   ) 

On  peut  encore  traiter  la  question  de  la  manière  sui- 
vante. 

Le  nombre  des  droites  MN  qui  passent  par  un  point 
donné  (x^J^m^O  (c'est-à-dire  la  classe  de  la  courbe  S4) 
est  égal  à  celui  des  points  correspondants  P.  Or  ceux-ci 
sont  donnés  par  les  équations 

S  =  o, 

dont  la  seconde  représente  une  conique  Y 2  circonscrite 
au  triangle  A^  B|  C|,  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
port à  Cs.  Les  coniques  r2  et  Ca  se  coupent  en  quatre 
points  :  donc  la  courbe  S|  est  de  la  quatrième  classe. 

Réciproquement,  une  conique  circonscrite  au  triangle 
A|  B|  C|  et  qui  a  pour  équation 

l        m       n 

coupeCa  6n  quatre  points  P,  qui  sont  tels  que  les  droites 
correspondantes  LM  se  rencontrent  en  un  même  point 
ayant  pour  coordonnées 


l 

m 

n 

—  y 

et 

a 

7) 

V 

Si  le  point  (xi,  j^i,  Z|)  est  sur  £4)  deux  des  tangentes 
menées  par  ce  point  se  réunissent  en  une  seule;  il  en 
est  de  même,  par  suite,  de  deux  des  points  d'intersection 
de  C2  avec  la  conique  correspondante  F^  :  donc  ces  deux 
courbes  sont  tangentes.  Et  réciproquement,  si  ces 
deux  courbes  sont  tangentes,  le  point  correspondant 
[x^^ji^  z^)  est  situé  sur  S4.  Or,  la  condition  qui  ex- 
prime que  les  deux  coniques  C^  et  F^  sont  tangentes 
peut  s'écrire  delà  manière  suivante  : 

(5)        (ee'— 9AA')*r=:i(e>^3Ae')(e'»  — 3A'e), 


(  ^i:'-»-  ) 

A,  A',  0,B'  ôtant  les  invariants  dos  deux  coniques  (Sal- 
MON,  Sections  coniques,  n**  372).  Telle  est,  par  suite, 
Téquation  de  la  courbe  S^.  On  reconnaît  sans  peine  qu<î 
cette  équation  est  du  sixième  ordre  par  rapport  aux 
coefficients  des  deux  courbes,  et,  par  suite,  par  rapport 
h  jot.j  t  et  Cj. 

La  courbe  S|  a  quatre  poiuts  doubles  qui  correspon- 
dent aux  coniques  r2  doublement  tangentes  à  C2^  et  six 
points  de  rebroussenient  qui  correspondent  aux  co- 
niques Fj  qui  ont  avec  C2  un  contact  du  second  ordre. 


Question  1331 

(foir  a* série,  t.  XVIII.  p.  «78); 

P\u  M.  MORKT-BLANC. 

On  donne  une  conif/ue  [S)  et  un  point  fixe  A  sur 
cette  conique,  une  droite  [î))  et  un  point  fixe  a  sur  cette 
droite. 

Une  conique  osculatrice  à  (S)  au  point  A  et  passant 
au  point  a  coupe  de  noui^eau  la  conique  (S)  et  la  droite 
[D)  en  des  points  b  et  c  :  démontrer  que  la  droite  bc 
coupe  (  S  )  <?/z  un  poin t  fixe  f,  (  Gen  t y  .  ) 

Soit  m  un  des  points  où  la  droite  (D)  coupe  la  co- 
nique (S).  Deux  coniques  osculatrices  en  un  point  A 
peuvent  être  considérées  comme  ayant  en  A  trois  points 
communs  infiniment  voisins.  Cela  posé,  la  conique  os- 
culatrice à  S  au  point  A  et  passant  par  le  point  a  est 
complètement  déterminée  par  lin  cinquième  point  bo\xc\ 
par  conséquent,  à  un  point  b  ne  correspond  qu'un  point 
c  et  réciproquement;  les  points  &  et  c  forment  donc  sur 
la  conique  (S)  et  sur  la  droite  (D)  deux  divisions  homo- 
graphiques  ayant  deux  points  homologues  coïncidents  en 
f/i,  et  qui  sont  déterminées  par  trois  couples  de  points 


(3-3) 

homologues.  En  eflet,  les  faisceaux  Ai,  A  6',...  el 
Ac,  Ac', ...  sont  liomographiques  et  déterminés  par 
trois  couples  de  rayons  homologues  A^^A^;  Ai,  Ac; 
Ai',  Ac':  ils  forment  sur  la  conique  et  sur  la  droite  les 
deux  divisions  homographiques  considérées. 

Cela  posé,  tirons  bc  et  i'c'qui  se  coupent  en  f\  le 
faisceau  {fni^Jb^fh\fV\  . .  .  )  détermine  sur  la  conique 
(  S)  et  sur  la  droite  (D)  deux  divisions  homographiques, 
qui  sont  précisément  les  deux  divisions  considérées,  puis- 
qu'elles sont  déterminées  par  les  trois  mêmes  couples  de 
points  :  donc  les  droites  V  d\  b'"c'^  .  .  .  vont  concourir 
au  point  y^  en  d'autres  termes,  toutes  les  droites  bc 
passent  par  un  même  point  y. 

Les  deux  faisceaux  (Ai,  Ai',  Ai'',.  .  .  )  et  [fc^fd^ 
yc",...)  sont  homographiques^  les  rayons  homologues  se 
coupent  sur  \ine  conique  passant  par  A  et  par^ et  qui 
n'est  autre  que  la  conique  (S)  :  donc  le  point  f  est 
sur  la  conique  (S).  c.  q.  f.  u. 

Note.  —  Au  moyen  de  la  Géométrie  analytique,  la  môme  question 
a  été  résolue  par  MM.  Lez;  Leinekugel;  Arnaud,  élève  au  lycée  de 
N  ice. 


Question   1338 

!ToIr  2*  série,  l.  XVIII,  p.  .'.»«); 

Par  m.  Ferdinando  PISAM. 

Démontrer  que  les  solutions  entières  et  positives  de 
V équation  x^  -H  i  =  a/^,  dont  les  deux  premières  sont 
x  =  I ,  j"  =  I  ef  j:  =  7,  j^  =  5,  se  déduisent  chacune 
des  deux  précédentes  en  retranchant  U  avant- dernière 
valeur  de  x  ou  dey  de  six  fois  la  dernière  pour  obtenir 
lasuii^ante.  (Lionnet.) 

Il  est  bien  connu  que  les  solutions  entières  et  positives 


(  3:4  ) 

de  réquation  x*  -f-  i  =  2j^*  sont  données  par  les  lermes 

des  fractions  réduites  d'ordre  pair,  la  première  étant  -» 

de   la   fraction   continue  périodique  dont   le   premier 
quotient  incomplet  est  Tunité  suivie  de  la  période  2. 
En  désignant  par 

bi     /il      b^     n^     bi 
cinq  réduites  consécutives  dont  la  première  y-  est  d'ordre 
pair,  on  aura 

(1)  «5=  2/n,  H- <ï,,       ^3izz2/lj-+-  ^1, 

(2)  m2=  2aj -I- /Wj,    /« j  =  2 62 -h /Il , 

(3)  «2  =  2 m, -h  ai,     62=2/1,4-^1. 

En  multipliant  les  équations  (2)  par  2,  les  ajoutant 
aux  équations  (1),  et  de  leurs  sommes  retranchant  les 
équations  (3)^  on  a 

a3=i6a2  —  ^i,     63  =^6^2 — ^i* 

I     n 
D'après  cela  ->  ^  donnent 

.r  =  6.7—  ii:=4i,    7=^6.5—  11=129; 

7  j  ±.  donnent 
5    29 

a:  =  6.4i  —7  =^289,     j  =  6.29—  5=  169. 

Etc. 

Note.  —  ï.a  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc; 
J.  Lissençon;  A.  Lcinekugel;  Rochctli,  qui  a  résolu  éf;alement  la 
question  1330. 


(  3:5  ) 

Question   \  350 

(  f  olr  a*  t«ri«,  t.  XIX,  p.  «flo). 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Trousser  un  nombre  positif  ayant  la  triple  propriété 
d'être,  ainsi  que  sa  moitié,  égal  au  produit  de  deux  en- 
tiers consécutifs,  le  plus  petit  des  facteurs  de  cette  moi- 
tié étant  lui-même  égal  au  produit  de  deux  entiers 
consécutifs,  (LionvET.) 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs dont  le  produit  x*  -+-  x  est  le  plus  petit  facteur  de 
la  moitié  du  nombre  demandé  :  cette  moitié  est 

et  le  nombre  demandé  sera  exprimé  par 

2.1?*-+-  4-3?'-+-  4^' -H  207. 

Il  faut  que  ce  nombre  soit  le  produit  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs 

2J:?*-h4^'-*-4^*-H  2  JT  =::  J* -H  J, 

d'où,  en  multipliant  par  4  et  ajoutant  i , 

8^* 4-  i6a:» -h  i6j7'  -h  8a:  -h  I  =  (27  -h  i)*. 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  x  =  i ,  d'où 
^  =  3,  ce  qui  donne  le  nombre 

3  X  4  =  >2, 

dont  la  moitié  6  =  2  X  3,  le  facteur  2=1X2. 

Le  procédé  d'Euler  pour  déduire  d'autres  solutions  de 
celle-là  ne  donne  que  des  nombres  fractionnaires  ou  la 
solution  illusoire  j:=o. 


(3;8  ) 
admet  toujours  une  racine  non  entière  comprise  entre 

—  (a  —  i)  et — a  dans  le  premier  cas,  et  entre  —  a  et 

—  (rt-4-i)  dans  le  second. 

Ce  qui  précède  comprend  le  cas  où  deux  des  racines 
sont  imaginaires  \  la  racine  réelle  incommensurable  trou- 
vée subsiste  toujours. 

Considérons  maintenant  Téquation  (  a  ),  qui  n'est  autre 
que  Téquation  (i)  dans  laquelle  on  a  changé  le  signe  de 
c.  Si  Ton  y  fait  les  mêmes  substitutions  que  dans  (  i), 
les  polynômes  A,  B,  C  deviennent 

Ar=(a  — i)«[(a  — i)'— A-]— 6(a  — i)  — c(a*— A-  — i), 

C  =  (a  +  i)*[(a-hi)*  — A-]4-^^(a-hi)-hc(A'  — a«-hi). 

En  tenant  compte  successivement  des  quatre  systèmes 
de  conditions,  les  polynômes  A,  B,  C,  considérés  seule- 
ment deux  à  deux,  prennent  les  signes  indiqués  par  le 
Tableau  suivant  : 


1*» 

a" 

3» 

4- 

A 

— 

- 

R 

-H 

— 

— 

-h 

C 

-h 

-+- 

On  voit  donc  que,  dans  chaque  cas,  il  y  a  une  racine 
comprise  entre  deux  entiers  consécutifs,  c'est-à-dire  une 
racine  non  entière. 

Donc  la  proposition  énoncée  pour  Téquation  (i)  sub- 
siste pour  Téquation  (a)» 


(  '^79  ) 
Question  1358 

(  Voir  même  Tome,  p.  96  )  ; 

Par  m.  h.  DU  MONTEL, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis. 

Les  droites  rectangulaires  OX,  OY  (*)  sont  les  axes 
d'une  ellipse,  M  un  point  de  la  courbe;  N  le  point  ou 
la  no/male  en  M  rencontre  l'axe  OX;  MQ  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  M  sur  OY;  MNP  un  triangle 
dont  les  côtés  MP,  NP  sont  respect ii/ement  égaux  à 
MQ,  jVO  :  si  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
MPjN,  et  de  chaque  coté  du  point  P,  des  longueurs 
PD,Piy  égales  entre  elles  et  telles  que  PD*  =  MP.PN, 
la  circonférence  passant  par  D  etïï  et  ayant  son  centre 
sur  OY  coupera  l'axe  OX  aux  deux  foyers  de  l'ellipse, 

(A.  BoiLLEAU.) 

Soient  F,  F'  les  foyers  de  l'ellîpse,  et  C  le  point  où  la 
normale  MN,  prolongée,  rencontre  Taxe  OY. 

On  a 

GN  _0N  CN  _PN 

CM  ""  QM  '     ''"     CM  ""  FM  ' 

puisque  ON  =  PJ>î  et  QM  =  PM.  Il  s'ensuit  que  le 
point  C  appartient  à  la  bissectrice  de  Tangle  extérieur 
en  P  du  triangle  MPN,  c'est-ii-dire  à  la  perpendiculaire 
à  la  droite  Di/  élevée  au  milieu  P  de  cette  droite.  Donc 
le  point  C  est  le  centre  du  cercle  que  Ton   considère. 

Cherchons  la  valeur  du  rayon  CD  de  ce  cercle. 

Le  triangle  rectangle  CPD  donne 

CD«=:CP«-hPD«=CP*-f-MP.PN. 
Mais,  d'après  une  propriété  connue,  relative  aux  bissec- 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  38o  ) 
trices  des  angles  d'un  triangle,  on  a 

MP.PNzizCM.CN  —  GP», 
d'où 

CD«=CM.CN. 

Considérons  actuellement  la  circonférence  circonscrite 
au  triangle  FMF'  :  elle  coupe  la  perpendiculaire  OY,  éle- 
vée au  milieu  de  FF',  au  point  où  la  normale  MN,  qui 
est  bissectrice  de  Tangle  FMP,  rencontre  la  droite  OY. 
Donc  le  point  C  appartient  à  cette  circonférence^  il  en 
résulte  que  Tangle  NFC  =  NMFr=  NMF,  et  la  simili- 
tude des  triangles  CFN,  CFM  donne 

CF«=CM.GN=:iGDS     d'où    CFiizCD. 

Celte  dernière  égalité  démontre  le  théorème  énoncé. 

Note.  —  Au  moyen  des  calculs  de  la  Géométrie  analytique,  la  même 
question  a  été  résolue  par  MM.  Pisani;  Lez;  Moret-Blanc;  Josse 
(Ferdinand),  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy 
(classe  de  M.  Lacour);  Élie  Perrin,  élève  à  la  Faculté  de  Paris. 

M.  Pisani  fait  observer  que  le  théorème  énoncé  existe  de  même 
pour  Fhyperbole. 


QUESTIONS. 

1364.  Les  équations  réciproques,  dont  les  transfor- 
meesy  en  posant  ^  =  a:  -+-  ->  sont  également  réciproques, 
sont  de  la  forme 

¥[{x  H-  i)*,  {a;  —  i)*]  (  J?* -h  x  -t-  i)«.  (u:*  —  x  -h  i)«'  =  o, 

F[(j:-f- i)*,  (jT  —  i)*]   désignant  une  fonction  entière 
et  homogène  de  (a:  H-  i  )*  et  [x  —  i  )* . 

On  suppose  que  l'équation  primitive  n'admet  pas  pour 
racine  i  ou —  i.  (Pellet.) 


(  38.  )       % 

1365.  Démontrer  que  Téquation 

,-/  _  {n~l)(n-l-i)  ^,^„_,_, 

2  (  2  /^  —  1  ) 
-H  (n-l)(n-l-x)(n-l-^)(n-l-3)  ^»^„_,_»_      ^„ 

2.4(2/1  —  I  )  (2  /ï  —  3  ) 

a  toutes  ses  racines  réelles,  inégales  et  comprises  entre 

—  a  el -^  a.  (Escary.) 

1366.  Démontrer  que  l'équation 

2  (2/ï  —  i) 

in-l)(n-l-i)(n-l-'.)(n-l-î)  ^,^„_,_,  +  . . .  ^  « 

2.4(3/i  —  l)(2/i —  3) 

a  toutes  ses  racines  imaginaires,  inégales  et  comprises 
dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  a. 

(ESCAEY.) 

1367.  1°  Si  une  équationy(j:)  =  o  est  ordonnée  et 
de  la  forme 

f{x)  :=i^{x)  -JfOLxP—  p.r/'-^-f- Y^''"**-h'K^)  =  0, 
cp  et  ^  n'ayant  que  des  permanences  et  a,  p,  y  étant  des 
nombres  positifs  tels  que  ^^  =  av,  l'équation  n'a  pas  de 
racines  réelles  positives. 

0?  Si  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  équation 
sont  b  4-  t%  b^  c^  b  —  c,  de  sorte  que 

f{x)  —  ...  {b-^c)xP^^ 

-f-  bxP ->r  cxP-  ^  -^  {h  —  c)xP''^ -^  ...  =0, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

3^  Si  quatre  coefficients  consécutifs  sont  a^  b,   a^  £, 
de  telle  sorte  que 

/{x)  =  .  .  .  axP-^^  -h  bxP  -Ha.r''   »  -h  bxP-^->r  ...  =0, 

l'équation  a,  au  moins,  deux  racines  imaginaires. 


#         (  382  ) 

On  propose  de  généraliser  cette  proposition  et  de 
faire  voir  que,  si  trois  coefficients  consécutifs  a,  i,  c  se 
reproduisent  trois  fois  périodiquement,  de  telle  sorte  que 
Ton  trouve  dans  Téquation  a,  i,  c-,  a,  i,  c;  a^  b,Cy 
comme  étant  9  coefficients  consécutifs,  Téquation  a,  au 
moins,  quatre  racines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

En  supposant  que  les  coefûcients  a^ ,  a2 , .  • . ,  ^^  se  re- 
produisent j?  fois  périodiquement,  dire  combien  Téqua- 
tion  a,  au  moins,  de  racines  imaginaires. 

On  distinguera  les  cas  dep  pair  et  de/7  impair. 

(G.    DE    LOJMGCHAMPS.) 

1368.  Soient  OA  =  OB  =  OC  trois  longueurs  égales 
portées  sur  trois  axes  rectangulaires;  A|,  R|,  C|  les  pro- 
jections orthogonales  des  points  A,  B,  G  sur  un  plan 
quelconque  passant  par  le  point  O. 

Si  l'on  pose 

on  aura 

a*  b*  r* 


sinacosa        sin^cosp        sin-ycosY 

AA I  =  — —  v^ —  cos  a  ces  3  cos  y  ; 
CCS  a  '^ 

BBi  ^=z i/ —  cos  a  cos  3  cos  y  : 

cos  p  ^  »  I  ' 


=  /^ 


ce,  = \/ —  cos  a  cos  3  cos  y  ; 

cos-/^  ^         * 


OA  =:  OB  =  OC  —  /v/sinasin?sin7. 
Discuter  ces  formules.  (Genty.) 

1369.  Par  le  cenlre  d*un  ellipsoïde  on  mène  trois 
plans  rectangulaires  quelconques  A ,  B,  C  5  si  Ton  nomme 
a,  p,  vies  angles  que  forment  ces  plans  avec  un  plan 


(  :m  )      ' 

iliainélral  fixe  P\  a^  b  les  axes  de  la  sertioii  de  la  surface 
par  le  plan  P5  a<,  i,,  C|  les  demi-diamètres  de  celte  sec- 
tion  dirigés   suivant    les  droites   (A,P)  (B,P),  (C,P), 

on  aura 

sin'a        sin*p        sin*^ 1  i 

(Gekty-) 

1370.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  mêmes  axes 
ÂA|,  BB|  ;  par  Tun  des  sommets  réels  A  passe  une  sé- 
cante AMM';  et  les  tangentes  en  M  et  en  M' se  rencon- 
trent en  T  :  on  demande  de  construire  les  deux  courbes, 
connaissant  les  points  A,  M,  T.  (LAisAfiT.) 

1371.  Soient  AiB],  A2B2,  AjBj  trois  diamètres  quel- 
conques de  trois  circonférences  ayant  O  pour  centre  ra- 
dical; M  un  point  quelconque  du  plan;  OBfDi,  OB3D,, 
OB3D3  trois  triangles  symétriquement  semblables  h 
OMA,,  OMA2,  OMAj  respectivement:  démontrer  que 
les  trois  points  D|,  D2,  Dj  sont  en  ligne  droite. 

(Laisant.) 

1372.  On  donne  à  un  plan  P  un  mouvement  infini- 
ment petit  sur  lui-même;  son  centre  instantané  de  ro- 
tation O,  et  son  cercle  des  centres  C  sont  déterminés. 
Désignons  par  t  la  tangente  en  O  à  C. 

Considérons  une  iigure  F  dans  P;  le  lieu  géométrique 
<f  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de 
F,  ainsi  que  les  figures. F'  et  f',  symétriques,  respecti- 
vement, par  rapport  à  t^  des  figures  F  et  ç. 

La  figure  P  est  le  lieu  géométrique  des  centres  de 
courbure  des  trajectoires  des  points  de  la  figure  c&'. 

(Dewulf.) 

1373.  Si  d'un  point  O  d'une  circonférence  on  abaisse 
les  perpendiculaires  OM,  ON  à  deux  cotés  d*un  triangle 


(  384  ) 
inscrit,  la  projeclîoii    du   troisième   côté  sur  MN   est 
égale  à  MN.  (Ernest  Cesaro.) 

1374.  On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un 
triangle  ÂBC  dont  un  sommet  A  est  fixe^  trouver  le  lieu 
géométrique  des  points  de  l'espace  d'oti  les  trois  côtés  du 
triangle  soient  vus  sous  des  angles  droits. 

On  suppose  que  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

1375.  D'un  point  S,  extérieur  à  un  cercle  O,  on  nièuc 
à  ce  cercle  la  tangente  SA,  et  au  centre  la  sécante  SO, 
qui  coupe  la  circonférence  en  B  et  C.  Le  point  de  contact 
A  de  la  tangente  sépare  la  demi-circonference  ABC  en 
deux  arcs  AMB,  ANC,  qui  forment  les  troisièmes  côtés 
de  deux  triangles  mixti  lignes  S  AMB  et  S  ANC.  Si  Ton 
fait  tourner  la  figure  autour  de  SO,  ces  deux  triangles 
mixtilignes  engendrent  des  volumes,  qui  sont  respecti- 
vement équivalents  aux  deux  cônes  ayant  pour  rayons 
de  base  les  deux  segments  SB,  SC  de  la  sécante  et  pour 
hauteur  commune  la  projection  OD  du  rayon  de  contact 
OA  sur  cette  sécante;  c'est-à-dire  que 

vol.SAMB=:{7rSB'.OD,  et  vol. SANG  =:|7rSC*.OD. 

(G.    DOSTOR.  ) 


RECTIFICATIONS. 


Page  66,  ligne  i  en  remontant,  ajoutez  —  (iH-m*)  devant  le 
signe  =. 

Page  66,  ligne  5  en  remontant,  ajoutez  —  i  devant  le  signe  =. 

Page  71,  ligne  12  en  remontant,  au  lieu  de  (SA  —  4^)  lisez 
(5A  — 4B). 

Page  i56,  ligne  7  en  remontant,  au  lieu  de  2s  =  20  lises  as  =z  lao. 
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(  m>  ) 

otP  19 1& 
SUR  UNS  CLASSE  DE  SURFACES  DU  QUATRIÈME  ORDRE; 

Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  lyrée  de  Nice  (*). 


V.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  appuierons 
constamment  sur  le  théorème  suivant  : 

Étant  données  deux  courbes  qui  se  coupent,  leurs 
transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  se  cou- 
pent sous  le  même  angle. 

Comme  nous  conviendrons  d'admettre  ce  théorème, 
alors  même  que  nous  raisonnerons  sur  des  courbes  ima- 
ginaires, ou  bien  encore  que  nous  considérerons  le  pôle 
de  transformation  comme  imaginaire,  il  est  bon  d'en 
donner  une  démonstration  analytique.  Alors,  quand 
nous  énoncerons  le  théorème,  nous  ne  ferons  qu'énoncer 
le  résultat  du  calcul  suivant  : 

Soit  une  courbe  quelconque.  Je  peux  toujours  consi- 
dérer les  trois  coordonnées  d'un  de  ses  points  comme  des 
fonctions  de  la  distance  de  ce  point  à  un  point  fixe. 
Soient  a,  è,  c  les  coordonnées  de  ce  point  fixe,  x,  /,  z 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe.  Nous  pouvons 

toujours  poser 

x-"  a-\-o(r)y 

yzz:h-\^y(r), 

Z:=r.C~\-^{r), 

r  désignant  la  distance  des    deux  points  (a,  &,  c)  et 
(x,^,  z).  Soit  une  seconde  courbe  dont  les  équations 


r)  Fotr  même  Tome,  p.  3^^. 
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(  380  ) 
sont 

y  —  ^-^ïA^)^ 

Je  suppose  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  com- 
mun {xy^j  z).  Soîl  V  l'angle  qu'elles  font  entre  elles  en 
ce  point  ^  cet  angle  satisfait  à  la  relation 


cosV: 


?>;+y;y;i+vfi 


Les  deux  courbes  transformées  par  rapport  au  point 
(a,  6,  c)  sont  représentées,  la  première  par  les  équations 


■n  =  b-h-piySr)y 

^=c+y,^{r). 

et  la  seconde  par 

5  =  «+7î?i(''). 

r,  =  6 +--),,(/•), 

ti  =  c+^h{r)- 

Ces  deux  courbes  ont  un  point  commun  qui  est  le 
transformé  du  point  x,  j;  z  et  font  entre  elles,  en  ce 
point,  un  angle  S' donné  par  la  formule 


cosV  — 
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ou,  en  développant, 

^(?'?'i -H- •  •)  -  ^  ^(?'Pi+- •  •) -H  ^(n'i -t-- •  •) 

cosV'= —  — — — . 

Maïs  si,daiis  les  fonctions  o,  y,  J>,  Çi,  y^,  (j/^, on  rem- 
place r  par  la  valeur  qui  correspond  au  point  commun 
aux  deux  courbes,  on  trouve 

et 

çî_i_y»4_  ^î_  ç}  4-  y}  4-  4^î  =  ??i^-  XXi  -^-  Wl=  ^S 

d'où 

2    d  !i 

—  ;:5  5;:(??t-+-xXi  +  Wi)^-;:i(??i+7ai+Hi)=o, 

-  ^  (?f + XX' + H')+  ~  (?*-^  x'-^  V) 

De  même, 

-  ^  ( ?i ?  1  -^  Xi X'i  -+-  'l'i  Vi)  +  ^  ( ?î  -^  XÎ  -+-  'l'î)  ^  o. 
La  formule  précédente  se  réduit  donc  à 

.o.v=  ,      y'?;  +  y/x;-^yyi 
v/(?''^-x'*-^v*)(?;*-^x;*^fi') 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  calcul  précédent  ne  suppose  en  rien  que  les  quan- 
tités qui  y  figurent  soient  réelles  :  nous  conviendrons 
donc  de  dire  que  le  théorème  est  vrai,  lorsque  nous  rai- 
sonnerons sur  des  points  imaginaires. 

Mous  admettrons  également,  et  dans  tous  les  cas,  les 
théorèmes  suivants,  dont  la  démonstration  analytique  ne 
présente  pas  de  difficulté  : 
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A  tout  plan  correspond  une  sphère  passant  par  le 
centre  de  transformation  et  dont  le  centre  est  sur  la 
perpendiculaire  menée  par  le  centre  de  transformation 
sur  ce  plan,  et  réciproquement, 

yl  une  sphère  quelconque  correspond  une  sphère* 

A  toute  droite  correspond  une  circonférence  passant 
par  le  centre  de  trarisformation,  et  réciproquement. 

A  une  circonférence  quelconque  correspond  une  cir^ 
conférence, 

VI.  On  peut  en  déduire  immédiatement  les  propriétés 
suivantes  : 

Toutes  les  sphères  passant  par  l'un  des  points  sin- 
guliers d'une  girocyclide,  et  dont  le  centre  se  meut  sur 
une  droite  passant  par  ce  point,  coupent  la  girocyclide 
suivant  des  courbes  qui  font  le  même  angle  avec  un  des 
cercles  générateurs. 

Car  tous  les  plans  perpendiculaires  à  la  droite  fixe 
coupent  le  cône  transformé  suivant  des  courbes  qui  font 
le  même  angle  avec  une  des  génératrices. 

Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  il  y  a  six 
séries  de  sections  cycliques,  différentes  des  lignes  de 
courbure.  Deux  sections  cycliques  d'une  même  série  ne 
sont  pas  sur  une  même  sphère,  mais  ces  séries  se  cor- 
respondent deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  deux  sections 
appartenant  k  deux  séries  correspondantes  sont  sur  une 
même  sphère. 

Deux  sections  cycliques  appartenant  à  deux  séries 
correspondantes  coupent  une  même  ligne  de  courbure 
circulaire  sous  des  angles  dont  le  produit  est  constant. 

Toutes  ces  propriétés  résultent  des  propriétés  des 
sections  cycliques  des  cônes  du  second  ordre.  Néan- 
moins, il  est  bon  de  mettre  en  évidence,  par  un  procédé 
plus  direct,  Texislence  des  sections  cycliques.   Consi- 
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déroiiS)  en  eiiei,  la  girocyclîde  déiinie  par  l*équalioii 
on  bleu 


-h  iL^-ï'  H-  ^7  H-C(5  —  c)]*=i  4Ad?*  -h  4B/*. 
Considérons  le  cône 

[ajc  H-  ^  V  -hc{z-~  c)]*—  Aa-2—  Br*=  o. 

On  sait  qu'il  existe  trois  valeurs  de  À  telles  qu'on  ait 
identiquement 

[ax-^by-^c{z~^  c)Y—  Ax*—  Bj«- 
m  [Mi -H  \  V  4- P(;;  -  c)][M'xV  N'y -f- P'(- -  <^)] 

Ces  valeurs  sont  les  racines  de  l'équation 


rt'  —  A  -h  A  ab  ac 

ab  />*  —  B  -f-  X        bc 

ac  bc  c*  +  ; 


o; 


lorsque  c  est  réel,  elles  sont  toutes  les  trois  réelles,  et 
Tune  d'elles  seulement  donne,  pour  M,  N,  P,  M',  N',  V. 
des  valeurs  réelles. 

Dans  tous  les  cas,  l'équation  de  la  girocyclide  s'écrit 

-t-  4[Mx  -+-  \  y  4-  P(5  -  c)]  {M'jc  -h  N>  +  P'(5  ~  c)] 

-  4X[^*4-J«4-(5-c)*]:=iO, 

ou  bien 

f ,r«  -f-  7*  -h  (5  -  c)*]i.r«  4-  j*-h  (5  -  c)2  -u  4  [fl  j.  -I-  /^  y  4_  c(5  -^-  c)  -  X|j 
-^.  -4|:M.r   i-\>'   t-P(^-    r)l[M\r   1    \ y -\   V' (z       c)]. 
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Cette  dernière  équation  est  le  résultat  de  Télimmation 
de  pi  entre  les  deux  équations  suivantes 

(5)    a:*  +  7«-+-(2— c)»  =  — 4H^[M^-f-N7-4-P(5  — c)] 

et 

Ia:* -h y*  -h  {z  —  cy  -h  ^[ax  -h  bf-hc{z  —  c)  —  X] 

et  ces  deux  dernières  équations  représentent  un  cercle 
dont  la  position  dans  l'espace  varie  en  même  temps  que 
la  valeur  de  jx.  On  obtient,  en  faisant  varier  jx,  une  pre- 
mière série  de  sections  cycliques  :  l'équation  (  5  )  montre 
que  les  sphères  qui  passent  par  une  de  ces  sections  et  par 
le  point  singulier  (o,  o,  c)  ont  leurs  centres  sur  une 
droite  fixe  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  cycliques  du  cône  transformé.  On  obtiendrait 
une  seconde  série  en  faisant  varier  v  dans  les  deux 
équations  suivantes 

;r«-t- j« 4-  (5  —  c)*  =  —  4v[M'^  -h  N'y  -h  P'{z  —  c)] 
et 

jjî_l_  ji_l_  (^z-—cy-\-^[ax  -h  by-{-c{z  —  c)  —  X] 

—  1  [Mo?  4-  N74-  P(^  —  c)]. 

Cherchons  maintenant  l'enveloppe  des  plans  cycliques 
d'une  même  série.  Le  plan  de  la  courbe  représentée 
parles  équations  (5)  et  (6)  a  lui-même  pour  équation 

4[a,r  -hby-h  c{z  —  c)  ~  X] 

=  4H^[Ma: -h  NjK  H- P(5  —  c)]  +  -  [M'x -h  N>  H- P'(5  —  C')], 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

aœ -h  by -h  c(5  — c)  —  X=:^H, 
M  o:  4-  N  jK  -4-  P  (z  —  c)  1=  K, 
M'.r  -h  NV  4-  P'(5  —  c)~  L, 
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cette  équation  devient 

4K|jL*— 4nix-f.  L  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  a  pour  équation 

H«— KL  =  o, 

c'est  donc  un  cône  du  deuxième  ordre. 

{yd  sutura.) 

EXERCICES  DE  GÉOMÉTRIE, 

Par  m.  Ed.  DEWULF, 

Lieutenant-Colonel   du   Génie. 


I.  Notations.  —  1.   Nous   employons  les  notations 

suivantes  : 

(i,a,3,4)[5,6,7,8,...] 

représente  un  faisceau  de  coniques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  i,  2,  3,4  ^^  dont  les  courbes  sont 
déterminées  par  les  points  5, 6,  7,  8, .  ..•  î 

(1,2,  3,  4,  5,  6, 7,  8)  [9, 10,  II ] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  i ,  2,  3,  4?  ^9  6?  7?  S  et  dont  les  courbes 
sont  déterminées  par  les  points  9, 10,  1 1 , .  • .  -, 

(i«,2,3,4,5,6)[7,8,9,....] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est 
formée  par  le  point  double  i  et  les  points  simples 
2, 3,  4)  ^9  6,  et  dont  les  courbes  sont  déterminées  par  les 
points  7,  8,  9, ...  ^  et  ainsi  de  suite. 

Cette  Notation  est  empruntée  au  Mémoire  de  M.  l'ami- 
ral de  Jonquières,  intitulé  :    Essai  sur  la  génération 
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des  courbes  géométriques  (t.  XVI  des  Mémoires  pré^ 
sentes  par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences), 

2.  \x  — yY  représente  une  transformation  biration- 
nelle  de  Tordre  n  entre  les  points  x  et  j\  la  théorie 
générale  de  ces  transformations,  exposée  d'après  les 
Mémoires  de  M.  Cremona,  se  trouve  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (année 
1872,  p.  aoôetsuiv.) 

3.  Si  l'on  a  sur  une  droite  une  série  de  couples  de 
points  formant  une  involulîon  i,  et  si  Ton  joint  ces 
couples  de  points  à  point  O  d'un  cercle  M,  chaque 
couple  de  points  conjugués  détermine  une  corde  de  M, 
toutes  ces  cordes  concourent  en  un  point  p  (Chasles, 
Géométrie  supérieure,  p.  49*^)-  Nous  disons  que  ce 
point  p  représente  Tinvolution  z,  par  rapport  au  cercle  M 
et  à  un  de  ses  points  O. 

II.  Etudier  la  relation  qui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  x  et  j  qui  rendent  projectifs  le  faisceau 
de  coniques  (i,;i,  3,x^  [4,  5,  6,  7]  et  le  faisceau  de 
droitesj[^,5',6:i\.   ' 

1 .  Â  un  point  déterminé  x  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  C^  circonscrite  au  quadrilatère  4' 5' 6' 7' et 
capable  du  rapport  anharmonique  des  tangentes  au 
point  I  des  coniques 

1.2.3.0:. 4,     1.2.3.^.5,     1.2.3.07.6,     i.2.3.j:.7. 

Pour  déterminer  les  points  x  qui  correspondent  à  un 
point  donné  y^  nous  désignons  par  i'^,  T^,  i'^,  î^  les  invo- 
lutions  déterminées  sur  une  droite  quelconque  /  par  les 
quatre  faisceaux  de  coniques  (1,2,3,4)9  (^3y3,5), 
(f,2,3,6),(i,2,3,7),    ol    par  /^,/;.^,/>o, /7t.  les  quatre 
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points  qui  représentent  respectivement  ces  involutious 
par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un  de  ses  points  O. 
Décrivons  sur  pipsp^pi  une  conique  CJ  capable  du 
rapport  anharmonique  du  faisceau  j^[  4',  5',  6',  7'],  et 
soit  p  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Chaque 
point  p  détermine  quatre  cordes  pp^^pp^tppe^ppj 
de  M,  et  ces  cordes,  projetées  de  O  sur  /,  déterminent 
sur  cette  droite  quatre  couples  de  points  en  involu- 
tion  54^4,55^5,  s^t^fS-fÎT,  Les  coniques  (i,  2,3,4)-^47  '4)1 
(i,  2,3, 5,^5,  ts),  (1,2,  3, 6, .96,^0 ),  (1,2,  3,7, Jt,^)  se 
coupent  en  un  môme  point  x.  Donc,  à  un  point  p  cor- 
respond un  seul  point  x,  et  pour  le  déterminer  il  suffit 
de  deux  des  coniques  ci -dessus,  (1,  2,  3,  4)  ^4?  ^4) 
et  (i,  2,  3,  5,^3,  ^5,)  par  exemple. 

Supposons  maintenant  que  le  point  p  parcoure  la  co- 
nique Cj  ;  les  droites /7/74,  pp^  engendrent  deux  faisceaux 
projectifs,  dont  les  rayons  correspondants  déterminent 
sur  /  deux  involutions  projectives  ^4^^,  ^^'4^4^  A^\'i  •  •  -^ 
Ssts^s\t\^s\t\j  . .  .^  et  les  coniques  (i,  2,  3,  4? -y*?  ^*)  7 
(i,2,3,4,<7^'4),  (1,2,3,5^5,^5),  (1,2, 3, 5, 5',,  «',),... 
forment  deux  faisceaux  projectifs  dont  les  courbes  cor- 
respondantes engendrent  une  courbe  du  quatrième 
ordre  C4,  ayant  trois  points  doubles  en  i,  2,  3  et  pas- 
sant par  les  points  simples  4,  S  et  aussi  par  les  points 
simples  6  et  7.  Quand  le  point  p  parcourt  la  conique  CJ, 
le  point  X  décrit  la  courbe  C4;  et,  comme  à  tous  les 
points  j^  d'une  conique  circonscrite  à  4' 5' 6' 7'  corres- 
pondent tous  les  points  p  de  C^,  on  peut  dire  qu*à  tous 
les  points  y  d'une  conique  circonscrite  à  4' 5' 6' 7'  cor- 
respondent  tous  les  points  x  d'une  courbe  C4,  ayant 
des  points  doubles  en  1 , 2,  3  ^f  passant  par  les  points 
simples  4,  5,  6,  7. 

2.  Les  coniques  (4',  5',  6',  7')  et  les  quartiques  C4  se 
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correspondent  une  à  une  et  forment  deux  faisceaux  pro- 
jectifs;  le  lieu  géométrique  Ce  des  intersections  des 
courbes  correspondantes  de  ces  faisceaux  est  aussi  le 
lieu  géométrique  des  points  x  qui  rendent  projectijs 
les  deux  faisceaux 

(i,2,3,.r)[4,5,6,7]     et    ^[4',  5',  6',  7']. 

Cette  sextique  a  des  points  doubles  aux  points  i,  2,  3  et 
passe  aux  points  simples  4>  5, 6,  7,  4'j  5, 6',  7'. 

3.  Supposons  que  les  points  4'î  5',  6',  7'  se  confondent 
respectivement  avec  4?  5,  6,7^  la  courbe  Ce  est  le  lieu 
des  points  x  qui  rendent  projectifs  les  deux  fais- 
ceaux (1,2,  3,  j:)[4,  5,6,7]  et ^[4^5, 6,7]. 

A  chaque  point  x  de  cette  courbe  correspond  une 
cubique  du  réseau,  dont  la  base  est  formée  par  les 
points  I,  2,  3,  4y  5^6,  7,  et  cette  courbe  a  un  point 
double  en  x\  en  d'autres  termes,  le  lieu  géométrique  des 
points  X  est  le  lieu  géométrique  des  points  doubles  des 
cubiques  du  réseau  (i,  2,  3,  47^,  6, 7).  Ce  lieu  géomé- 
trique ne  doit  pas  changer  si,  au  lieu  de  prendre  les  trois 
points  1 ,  2,  3,  on  prend  trois  quelconques  des  sept  points 
donnés  pour  former  la  base  du  faisceau  générateur  de 
coniques.  Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  sui- 
ante  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  doubles  dès  courbes 
du  réseau  de  cubiques  (1,  2,3,4î5,6,7),  c'est-à-dire 
la  jacobienne  de  ce  réseau,  est  une  courbe  du  sixième 
ordre  qui  a  un  point  double  en  chacun  des  sept 
points  1,2,3,475,6,7. 

On  peut  voir  directement  que  cette  jacobienne  a  des 
points  doubles  en  chacun  des  sept  points  donnés^  on 
peut,  en  eflet,  construire  une  cubique  ayant  un  point 
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double  en  un  des  sept  points  donnés  et  passant  par  les 
six  autres. 

On  peut  encore  déterminer  directement  vingt  et  un 
couples  de  points  de  cette  jacobienne,  car  le  réseau  de 
cubiques  (i,  2,  3,4?  5>  6,  7)  renferme  les  vingt  et  une 
courbes  composées,  formées  de  la  conique  déterminée  par 
cinq  des  sept  points  donnés  et  par  ladroitequi  joint  les 
deux  points  restants,  et  les  points  d'intersection  de  cette 
conique  et  de  cette  droite  appartiennent  à  la  jacobienne. 
Ces  quarante-deux  points  peuvent  être  imaginaires  par 
couples  et  se  construisent  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas. 

Ajoutons  encore  qu'on  peut  tracer  directement  les 
tangentes  à  la  jacobienne  en  chacun  de  ces  points 
doubles  1,  9, 3,  4?  ^76,  7.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de 
démontrer  que  ces  tangentes  sont  celles  des  sept 
cubiques  qui  ont  respectivement  chacun  de  ces  sept 
points  pour  point  double. 

Cela  résulte  du  théorème  général  suivant,  démontré 
géométriquement  par  M.  Cremona  dans  son  Introdu- 
zione  ad  una  teoria  geometrica  délie  curçe  piane 
(96,rf,p.75): 

Etant  donné  un  réseau  de  courbes,  passant  par  un 
même  point  O,  la  hessienne  du  réseau  passe  deux 
fois  par  le  point  O,  et  ses  deux  tangentes  en  ce  point 
sont  celles  de  la  courbe  du  réseau  pour  laquelle  O  est 
un  point  double. 

On  sait  que,  dans  le  cas  où  Tordre  des  courbes  qui 
constituent  le  réseau  est  le  même  pour  toutes  ces  courbes, 
la  hessienne  se  confond  avec  la  jacobienne,  et  c'est 
ce  qui  a  lieu  dans  la  question  dont  nous  nous  occu- 
pons. 

Nommons   8,  9,  10,  11,  19.,  i3    six   quelconques    des 
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quarante-deux  points  dont  il  a  été  question  plus  haut. 
La  jacobienne  du  réseau  pourra  être  engendrée  par  les 
deux  faisceaux  projectifs  de  cubiques 

(1,2,3,4,5,6,7,^)  [9,  10,  II,  12,  i3] 
(1,3,3,4,5,6,7,8)  [9,  10,  II,  12,  i3]. 

Le  point  z  sera  déterminé  par  Tune  des  deux  mé- 
thodes indiquées  par  M.  de  Jonquières  dans  son  Essai 
sur  la  génération,  etc.,  §  43.  Les  cubiques  correspon- 
dantes de  ces  faisceaux  ont  toutes  sept  points  communs 
connus  à  Tavance  ;  les  deux  autres  points  d'intersection 
de  ces  couples  de  courbes  pourront  donc  être  construits 
au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  en  employant  les 
méthodes  développées  par  M.  Chasles  aux  §§  VI  et  X  de 
sa  Note  sur  les  courbes  du  troisième  ordre^  insérée  aux 
Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
i855  (décembre,  p.  11 90  et  suiv.) 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  la  jacobienne 
d'un  réseau  de  courbes  du  troisième  ordre  déterminé 
par  sept  points  peut  être  tracée  au  moyen  de  la  règle  et 
du  compas. 

4.  Le  tracé  de  la  jacobienne  d'un  réseau  de  cubiques 
nous  conduit  immédiatement  à  la  détermination  des 
points  doubles  d'un  faisceau  (1 ,  2, 3, 4)  5,  6,  7, 8)  de 
cubiques.  Considérons,  en  eilet,  les  deux  réseaux  de 
cubiques  (1,  2, 3,  4, 5,  6, 7)  et  (i,2,3,  4i  5,6,  8).  Les 
jacobieunes  de  ces  deux  réseaux  sont  une  courbe  Ce  du 
sixième  ordre,  ayant  des  points  doubles  en  i  ,2,3,4^5,6,7, 
et  une  autre  courbe  C',,  ayant  des  points  doubles  en  1,2, 
3,4)5)6,8.  Ces  deux  courbes  ont,  en  commun,  les 
points  doubles  1,2,3,4^5,6,  et  y  ont,  en  général,  des 
tangentes  différentes*,  elles  se  coupent  donc  en 
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(  -h):  ) 

autres  points.  Donc,  les  courbes  iVun  faisceau  de 
cubiques  (1,2,  3,  4^  5,  6, 7, 8)  ont  douze  points  doubles 
qui  peuvent  se  construire  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas. 

TII.  Etudier  la  relation  qui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  qui  rendent  projectifs  les  deux  faisceaux 

(i,2,3,.r)[4,5,6,7,8]     et    j[4',  5',  6',  7',  8']. 

1.  A  un  point  x  donné  correspond  un  seul  point  j^ 
que  l'on  détermine  en  décrivant  sur  4'5'6'7'une  conique 
capable  du  rapport  anliarmonique  des  coniques 

(i,2,3,a:-)>  [4i5,6,  7], 

puis,  sur  4' 5' 6' 8'  une  seconde  conique  capable  du  rap- 
port anharmonique  des  coniques 

(i,2,3,jr)[4,5,6,8]. 

Ces  coniques  ont  en  commun  les  points  4\  5',  &  et  se 
coupent  eu  un  quatrième  point  qui  est  le  point  y 
cherché. 

Supposons  que  l'on  donne  un  point  j^  et  soit  x  un 
point  correspondant  à  j^  que  nous  allons  déterminer  en 
le  supposant  d'abord  connu,  pour  établir  notre  raison- 
nement. Chacune  des  coniques 

(1,2,3,^,4),  (i,2,3,.r,5),  (i,2,3,:r,6), 
(i,2,3,x,7),  (j,2,3,:r,8) 

marque  sur  une  droite  quelconque  /  un  couple  de  points 
et  ces  cinq  couples  de  points  sont  en  involution,  puisqu'ils 
sont  déterminés  par  des  coniques  du  faisceau  (  i ,  2,  3,  x)  ', 
de  plus,  cette  involution  est  projective  au  faisceau 

j[4',5',6',7',8']; 


(  3y8  ) 
par  hypothèse,  chacun  de  ces  couples  de  points  appar- 
tient respectivement  aux  cinq  învolutions  I4, 1*5,  ij,  I7,  ïg, 
déterminées  sur  /  par  les  cinq  faisceaux 

(i,2,3)[4,5,6,7,8]. 

Pour  trouver  le  point  x,  il  faut  donc  déterminer,  dans 
chacune  des  involutions  I4,  I5,  z'e,  I7,  U  un  couple  de 
points  tel  que  les  cinq  couples  forment  une  involution 
projective  au  faisceau  j'[ 4',  5',  6',  y\  8']. 

Soient  Pk-iPs^Pe^PTiPs  les  cinq  points  représentatifs 
des  cinq  involutions  par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un 
de  ses  points  O.  Si  Ton  admet  que  Ton  connaisse  un 
point  ;?  tel  que  les  deux  hisceaux  p[^p^jps y  p^^pj^ps^ 
et ^^[4',  5',  6',  7'  8']  soient  projectifs,  les  cinq  rayons  ppi 
{i  =  4,  5,  6,  7,  8)  déterminent  sur  M  cinq  cordes  qui, 
projetées  du  point  O  sur  /,  donnent  les  cinq  couples  de 
points  cherchés. 

Or,  nous  savons  que  les  points  p  et  y  forment  une 
transformation  birationnelle  [p — ^]*  du  cinquième 
ordre,  dont  les  points  fondamentaux  pour  la  figiu*e  [p) 
sont  pl-iPl^pl'iP^^pl^  et /?J,  po  étant  le  point  adjoint  au 
groupe  {p^^p^^  P^^Pt^Ps)  ou  le  point  qui  correspond  à 
tous  ceux  de  la  conique  (4',  5',  6',  7',  8'),  et  pour  la 
figure  (j)  les  points  4'»,  5'%  6'%  /^  8'*  et  o'^,  o'  étant  le 
point  adjoint  au  groupe  (4S  5',  6',  7',  8')  (*). 

Nous  savons  aussi  que  les  points  ^  et  :r  forment  une 
transformation  birationnelle  [p  —  o:]*  du  second  ordre, 
dont  les  points  fondamentaux  sont  pour  la  figure  (x) 
les  points  i,  2,3,  et  pour  la  figure  (p)  les  points  ej^t? 
<?j,3î<?<,2^  projections  du   point  O   sur  M  des  points 


(.*  )  RuDOLPH  Sturm,  Dos  Problem  der  Projectwitat  {Mathematische 
Annalen,  l.  I),  ou  Dewulf  et  Schodte,  Construire  une  courbe  uni- 
cursale  du  quatrième  ordre,  etc.  {Bulletin  des  Sciences  mat  fie'- 
matiques  et  astronomiques,  1879:  a'  semestre). 


(  3ç)9  ) 
(Vinlcrseclioii  des  droites  2-3,  i-3,  i-a  avec  la  trans- 
versale /  (*}. 

Donc  à  un  point  x  correspond  un  seul  point  j^. 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  le 
point  p  correspondant  de  [p  —  jc]^  décrit  une  conique  C 
passant  par  les  points  ^2^3,  e^^^,  «{,  2?  ^t  ne  passant  gé- 
néralement par  aucun  des  points  fondamentaux  de  la 
figure  (3)  dans  \p — jY-  -P^*'  suite,  à  la  conique  C,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  figure  [p)  dans  [p  — yj*, 
correspond,  dans  la  figure  [j)  de  cette  même  transfor- 
mation, une  courbe  do  du  dixième  ordre,  ayant  des 
points  quadruples  en  o'*,  4'*?  5'*,  6'*,  7'*,  8'*,  et  des  points 
simples  aux  points  '2,3 '1.3?  ^',.j  qtii  correspondent  aux 
points  e  de  la  figure  [p)  dans  la  transformation  [p  —  }']*. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  x  et  j  qui  satisjont  à  la 
question  forment  une  tranformation  birationnelle  du 
dixième  ordre  dont  les  points  fondamentaux  sont  :  pour 
la  figure  [y),  o'\  4'*,  5'S  6|\  7'*,  8'*,  e',,.,  e',..,  e',.,,  et 
pour  la  figure  (x),  les  points  quintuples  i*,  a'^,  3**  et 
les  points  doubles  p^ ,  p'^ ,  p'^ ,  p^ ,  p^  ,  p'^ ,  qui,  dans  la 
figure  (a:),  correspondent  aux  points poiPk^p^-iPe^pTi 
p%de  la  figure  [p)  de  cette  dernière  transformation, 

2.  La  transformation  du  dixième  ordre  [x — JK]**  * 
douze  points  doubles.  Donc  : 

Il  y  a  douze  points  x  qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

(i,2,3,a:)[4,5,6,7,8]     et    a:[4',  5',  6^,7',  8']. 

3.  Supposons  maintenant  que  les  points  4',  5',  6',  7',  8' 
se  confondent  respectivement  avec  les  points  45  5,6, 7, 8. 

(*)  Dewulf  et  ScHouTE,  loc.  cit.  {Bulletin^  1879). 


(  4oo   ) 
Les  deux  faisceaux 

(i,2,3,x)[4,5,6,7,8]     ei     r[4,  5,  6,7,  8], 

quand  ou  prend  pour  j:  et  y  des  points  correspondants 
de  la  transformation  [x — j^]*"?  engendrent  toutes  les 
cubiques  du  faisceau  de  ces  courbes  déterminé  par 
les  huit  points  1,2,3,4^^5^5758.  Cette  transforma- 
tion [x  —  y]*^  ayant  douze  points  doubles,  il  existe 
douze  points  x  qui  rendent  projectifs  les  deux  fais- 
ceaux 

(1,2,  3,  j?)[4,  5, 6, 7,  8]     et    .r[4, 5, 6,  7,  8]. 

Chacun  de  ces  douze  points  détermine  une  cubique 
du  faisceau  (i,  2,  3,  4?  3>,  6,  7,  8)  et  est  un  point  double 
de  ce  faisceau.  Donc  : 

Dans  un  faisceau  de  cubiques,  il  y  a  douze  courbes 
qui  ont  un  point  double, 

i.  Pour  construire  ces  douze  points,  remarquons  qu'a 
un  faisceau  de  droites  passant  par  e^^s  de  la  figure  {p) 
de  [p  — xY  correspond,  dans  la  figure  (x)  de  celte  trans- 
formation, un  faisceau  de  droites  passant  par  le  point  3, 
et  dans  la  transformation  [p  —  y]^  un  faisceau  de 
courbes  du  cinquième  ordre  C5,  ayant  toutes  des  points 
doubles  aux  points  0,45^5^*5758.  Ces  deux  faisceaux 
de  droites  et ^2  et  de  quintiques  sont  projectifs  et 
engendrent  une  courbe  Ce  du  sixième  ordre,  qui  a  des 
points  doubles  aux  points  02,42,52,6^,7^,8^  et  qui 
renferme  les  points  cherchés. 

De  même  un  faisceau  de  droites  passant  par  e|^3  con- 
duit à  une  courbe  C'^  ayant  des  points  doubles  en  02,42, 
52,  62,  72^  g2  et  renfermant  les  points  cherchés. 

Ces  couib(îs  Co  et  C'g  ont  en  commun  les  points 
doubles    o2,  42,  52,  62,  72,  8*,   qui   sont  étrangers  à  la 


(  4oi  ) 

question^  leurs  6x6  —  4x6=, ï  2  autres  points  d'in- 
tersection sont  donc  les  douze  points  cherchés. 

On  peut  tracer  les  courbes  Ce  et  C^  comme  nous 
l'avons  indiqué  ailleurs  (*). 

La  construction  des  points  doubles  des  courbes  d'un 
faisceau  de  cubiques  ofire  de  Tintérêt,  parce  que  les 
courbes  déterminées  par  ces  douze  points  servent  de 
limite  ou  de  transition  entre  des  groupes  de  courbes  du 
faisceau  qui  ont  des  formes  dillërentes. 

Janvier  1880. 


QUESTION. 

Conbiei  eiiste-l-il  de  roorbes  rationDelles  (uicorsales)  do  qoalrièBe 
ordre  qoi  oit  deni  points  doubles  en  <(  et  a^  et  qni  passent  par  les 
sept  points  sinples  1,  2,  S,  4,  5,  6,  7? 


Par  m.  Ed.  DEWULF, 

ï.ieutenanl- Colonel   du  Génie. 


Les  propriétés  de  la  jacobienne  d'un  réseau  de 
courbes  permettent  de  résoudre  très  simplement  ce  pro- 
blème. 

On  sait  que  la  jacobienne  d'un  réseau  de  courbes 
de  l'ordre  n  est  de  l'ordre  3  (/i  —  i  )  et  qu'un  point  mul- 
tiple de  Tordre  i,  commun  à  toutes  les  courbes  du  ré- 
seau, est  de  l'ordre  3i  —  i  pour  la  jacobienne. 

Laissons  de  côté  le  point  7;  les  quartiques  qui  ont  un 
point  double  en  chacun  des  points  a^  et  /Z2  <^t  qui  passent 
par  les  points  simples   1,  2,  3,  4^  5,  6  forment  un  ré- 


(  *  )  Construction  d'une  courbe  unicursale  du  quatrième  ordre,  etc 
(  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  ;  1879,  a*  semestre). 
j4nn.  de  Mathémat,,  2*  série,  t.  XX.  (Septembre  1880.}  ^6 


(  4o9^  ) 

seau  dont  la  jacobicnne,  de  Tordre  9,  a  un  point  quin- 
tuple en  chacun  des  points  «i  et  ^2,  et  des  points  doubles 
aux  points  i,  2,  3,  4)  ^^  ^-  Mais  parmi  les  courbes  de  ce 
réseau  se  trouvent  les  quartiques  composées  d'une  des 
cubiques  passant  par  les  points  a^^  a<i^  1,  2,  3,  4?  ^i  ^ 
et  de  la  droite  a^  «2»  Ces  quartiques  composées  ont  un 
point  double  dont  le  lieu  géométrique  est  la  droite /Z|  ^2- 
Donc  la  jacobienne  du  réseau  se  décompose  en  la 
droite  a^a-i  et  une  courbe  du  huitième  ordre  Fg  ayant 
des  points  quadruples  en  a^  et  a^  et  des  points  doubles 
en  I,  2,  3,  4)  ^)  6* 

Laissons  maintenant  de  côté  le  point  6.  Les  quarti- 
ques qui  ont  des  points  doubles  aux  deux  points  a^  et  a^ 
vX  qui  passent  par  les  points  simples  i,  q,  3,  4i  ^^  7 
forment  un  réseau  dont  la  jacobienne  se  compose  de 
la  droite  a^  a^  et  d'une  courbe  F^  ayant  deux  points 
quadruples  en  a^  et  a^  et  des  points  doubles  en  1,2,  3, 
4.  5,  T, 

Les  courbes  composées  des  deux  réseaux  sont  étran- 
gères à  notre  question^  on  aura  doue  le  nombre  des  points 
doubles  des  courbes  du  faisceau  (aj  «j  i ,  2,  3,  4i  6,  7) 
en  prenant  les  points  d'intersection  de  F9  et  de  F  g  autres 
que  Af,  a2)  1,  2,  3,  4)  ^-  ^^  nombre  est 

8x8  —  2X4X   4  —  5X2X2=112. 

Nous  avons  obtenu  ce  mùme  résultat  par  une  voie  plus 
longue,  mais  plus  directe,  dans  un  travail  inséré  au 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques, 
2'  série,  t.  III,  septembre  1879. 

Janvier  18811. 


(  4o3  ) 

NOTE  SUR  LA  QIESTION  393  ('); 
Par  m.  E.  CATALAN. 


Rappelons  d'abord  la  première  partie  de  renoncé  : 

Théorème.  —  Étant  donnée  une  parabole  ABCDE,  du 
troisième  ordre,  représentée  par 

Y  — Aor'-f-B^-î-t-G^-hD, 

on  fait  passer,  par  les  extrémités  A,  C,  E  rfe  trois  or- 


données équidis tantes,  la  parabole  du  second  ordre, 
dont  l'équation  aurait  la  forme 

y  z=z  a.7;*  -H  ^.r  H-  y* 

Ces  courbes  déterminent  deux  segments   curvilignes 
ABC  A,  CDEC,  équivalents  entre  eux. 


(*)  Nouvelles  Annales,  i'*  série,  t.  XVII,  p.  5,  2o5et307.  On  peut 
consulter,  sur  le  même  sujet  :  Association  française  pottr  l'avance- 
ment des  Sciences  y  sessions  de  1879  et  1880;  Bulletin  de  la  Société 
philomathique  de  Paris  (1880,  Collignon);  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Belgique j  t.  XLIII  :  elr. 


(  4o4  ) 

Cotte  proposition  peut  être  ainsi  niodiiiée  et  généra- 
lisée. 

Soit  ABC  . . .  EFG  une  parabole,  d'ordre  impair, 
représentée  par 

V  —  A,r=^«^*  H-  B;r»«  ^  .  .  .  4-  G^  -h  H  ; 

et  soit  AaBb  .  . .  VJ*G  la  parabole,  d'ordre  pair,  dé- 
terminée par  les  lin  -h  i  points  A,  B,  . . . ,  F,  G  ayant, 
deux  (I  deux,  leurs  abscisses  égales  et  de  signes  con- 
traires (*). 

Cela  posé,  les  trapèzes  paraboliques  A'AB . . .  F  G  G', 
A'Aa  Bi  .  . .  Fy^GG'  sont  équii^alents. 

Appelons  a,  i,  . . .,  A  les  abscisses  des  points  F,  G, ...  ; 
et  posons 

/(x)  ■=  Xx{x^—a^) (x^—b^) . . .  (  j7«  — /i»). 

11  est  visible  queTéquation  de  la  seconde  parabole  est 

Soient  P,  /?  les  aires  des  deux  trapèzes.  On  a 
V  rr,  f      Vr/.r,     p--l       rdx; 

*■  —a  •    -  rt 

puis 

•    — « 

D'après  la  forme  dej^{x)^  les  éléments  de  la  dernière 
intégrale  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  con- 
traires^ donc  cette  intégrale  est  nulle  ('  ),  et 

(*)  Le  point  D,  situé  sur  l'ordonnée  moyenne,  fait  exception. 
(*)  En  outre,  toutes  tes  paraboles  d'ordre  2/1-4-1,  passant  aux 
points  A',  B',  ...,  E',  F',  sont  représentées  par 

r=./'(^). 

(')  Elle  représente  Taire  commune  de  toutes  les  paraboles  dont  il 
est  question  dans  la  Note  précédente. 


(  4o5  ) 

Corollaire  I.  —  Les  segments  curvilignes  corres- 
pondants, ÂaB,  FyO,  BiC,  EeF,  .  .  .  [sont  équiva- 
lents deux  à  deux. 

CoROLLAiRK  IF. —  Les  trapèzes paroboUques  B'BFF', 
B'BACc  . . .  eFF',  ...  sont  équiv^alents  deux  à  deux. 

Remarque  sur  les  courbes  paraboliques.  —  La  para- 
bole d'ordre  «,  dëtermiiiée  par  n-hi  points  {xo^jo)f 
(•^mJtO»  •••>  {^ntjn)  a  pour  équation,  comme  Ton 
sait, 

. >./    ^  I  Vo  y'i  y'n  I 

y    -JK^)  \jx  —  Xs,)f\x^)  "^  ^X-^X,)J\X,)  "^•••■+"  '^X-Xn)f^Xn)\  ' 

en  supposant 

f{x)^^X  —  X^){x  —  a\^..,^X'-Xn)       (  M . 

Cela  posé  : 

Toutes  les  paraboles  d'ordre  /i-f- 1 ,  passant  en  ces 
n  4-  I  points,  sont  représentées  par 


=/<"[fTri57 


.Yn 


(Xo)         '"         {X—.X,,)f\Xa)  \ 

2,^  Toutes  les  paraboles  d'ordre  n-\-  2,  passant  en 
ces  mêmes  points,  sont  représentées  par 


'-'^At^^ 


y^  ^A.r4-B 


(j:o)  '"  K.X  —  Xn)J\Xn) 

Liège,  -il  mai  1881 


(*)  D'après  la  formait  d" interpolation  de  ïxigrange,  ou  plutAt, 
par  la  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles^ 


(  4o6  ) 

NOTE  SUR  UN  SYSTÈME  DE  COURBES  ORTHOGONALES 
ET  HONOFOC&LES^ 

Par  m.  a.  LEGOUX, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 


Les  courbes  qui  font  le  sujet  de  celle  Note  sont  repré- 
sentées par  l'équation 

OÙ  X  est  un  paramètre  variable, /'une  fonction  de  x  et 

de  y,  a  elb  des  constantes. 

Ces  courbes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

I**  Il  en  passe  deux  par  un   point   quelconque   du 

plan. 

2**  Elles  ont  une  enveloppe  qui  est  identique  à  celle 

des  coniques  représentées  par  Téquation 

^    '  »Â  —  a        è.  —  b 

Cette  enveloppe  se  compose  donc  d'un  système  de 
quatre  droites  imaginaires  passant  par  les  points  circu- 
laires de  l'infini. 

Il  résulte  de  là  que,  quelle  que  soit  la  fonction  fy 
toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  (i)  ont 
des  foyers  qui  coïncident  avec  les  foyers  des  coniques 
représentées  par  Téquation  (a). 

3°  Les  courbes  représentées  par  l'équation  (i)  ne  sont 
pas  orthogonales  en  général.  Il  faut  pour  cela  que  la 
fonction  f  satisfasse  à  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, qu'on  obtient  sans  peine  en  exprimant  la  condi- 


(  i<'7  ) 
tion  d'orthogoualité,  et  qui  est  la  suivante 

{ab  -h  bx^  4-  ay'^)  (/^*  -h  7*)  =  if{bpx  -h  atjv), 

df     df 
ou  w  et  <y  représentent  -7-  ?  -7^  • 
'         '      *  d,v    dy 

Si  l'on  fait  a  =  o  dans  l'équation  (i),  cette  équation 
devient 

(3)  Jr{j/--^f/')z:^'2/p, 

Eu  appliquant  les  formules  connues  .pour  l'intégra- 
tion des  équations  aux  dérivées  partielles,  on  trouve 

p  —tx,     7  —  v^2 a/-  a*.z«, 

a   représentant  une    constante   arbitraire.   Substituant 
dans  àf'=  pdx  -h  qdy^  on  a 


df-=:L%xdx-*r>^^7.f —  a*x*^//, 
d'où 

,  if/" —  rLxdx 

dy  —  ~~-^ — ^. , 

V«V^2/ —  *^* 
d'où  enfin 

(4)  'V^*[^*-^(v-^?)»], 

|3  étantune  autre  constante.  C'est  une  intégrale  complète 
de  l'équation  (3).  Si  l'on  remplace  y  par  cette  valeur 
dans  l'équation  (i),  on  obtient  des  quartiqucs  bicircu- 
laires;  mais,  si  l'on  remplaceypar  l'intégrale  générale, 
h  cause  de  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  cette 
intégrale,  on  aura  une  infinité  de  systèmes  orthogonaux. 
On  sait  que  l'on  obtient  l'intégrale  générale  en  élimi- 
nant a  et  ^  entre  l'équation  (4)  et  les  deux  suivantes, 

?~.Tn(a), 

df        df  d?__ 
(ioL  ^  r/3  doi  ~  ^' 

où  m  est  une  fonction  arbitraire. 


(  4o8  ) 
Si  l'on  pose,  par  exemple,  ^=  a'",  on  en  déduira 

—  (m-i-i)  V4-V(m-hi)*.v'— (2m-i-i)(>r'  +  r«)    "* 


,       ,       .    .  \^'{m-hi)U'^—{'irn-hi)(oC^-+-Y-)y 

X  'i  J?    -h  I  — ^ '■ '■ I 

2  m  -\-  i  J 


Pour  m  =  I ,  on  a 

En  mettant  à  la  place  de ^ dans  Féquation  (i)  cette 
dernière  valeur,  on  trouve  un  système  de  courbes  ortho - 
gonales  du  douzième  ordre,  qui  ont  pour  points  qua- 
druples les  points  circulaires  de  l'inGni. 


DEMONSTRATION  DE  PROPOSITIONS  ÉNONCÉES 

(Toir  a*  série,  t.  XVII,  p.  17»); 

Par  m.  s.  RÉALIS. 


i^  Si  l'équation 

.r3-^p.r-i-Q=:o 

admet  la  racine  a,  son  premier  membre  est  le  produit 
de  deux  facteurs  tels  que  x  —  a^  x^+ax  -h  m,  où  m 
est  nécessairement  entier  si  P,  Q,  a  sont  entiers. 
On  a  donc 

P  =  —  a'+  //i,     Q  =:  —  am, 
et  par  suite 

pî__  f^qa—{a^^mY, 

z=z[5(aî  — 4/A')*— (•^«'— 9''0T 
==[(«»— 2/w)»  —  5/w«p, 

b  etc  étant  les  deux  autres  racines  de  Téquation. 


(4o9) 
a"  Si  les  trois  racines  a,  A,  c  sont  entières,   Tune 
d'elles  est  nécessairement  un  nombre  pair  (à  cause  de 
a-+-i-f-c  =  ol.  On  peut  donc  poser 

a  et  j3  étant  entiers. 
On  aura  donc 

et  par  suite 

P«- 4Qa  =  (5aî-3^)«=:  [(5a- 2?)»- 5(2a -?)«]«, 
F»—  4(^)  A  =  (  a^^-  .ia3  —  ?»)« 

^[.5aî_(',a-?)»p=[(a-f-2?)«-5?«]S 
P*—  4Qc=(a«— .ia^i  — 3»)* 

:=[5a*-(2a4-:i)*P^[(ct  — 3?)»-5?»]». 

En  outre, 

(P*— 4(,)Z;){P^—iQ<^)^[(»' --?*)*- ï6ct«3*p. 

3^  Deux  racines  &,  c  étant  exprimées  par  des  nom- 
bres complexes  entiers,  la  troisième  racine  a  ne  peut 
être  qu'un  nombre  pair. 

On  peut  donc  poser 

d'où 

P  =  -  (3a»—  3*),      Q  =:  —  2a(a«-h  3*), 

et  par  suite 

P«-4g«^(5a»+?*)*, 

(P«_  4Q^,)(pî_  4QC  )  ::^  [5(2ap)*4- (a*- p«)»]« 

::zz[5(a*-hP«)'—  (2a«— 2p»)«]» 

:^[(a«-+.9?«)*-5(4PT? 
r=:[(a*-H?«)*-f-i6(a?)«l«. 


(  4.0  ) 

4"  Nous  avons  d'abord,  par  identité, 

(pt_4Q«)(pi_4Q^)(p2_4Qc)-_^(p._^gg*^i. 

Si  P  et  Q  sont  entiers,  et  que  la  quantité 
soit  égale  à  un  carré  R^,  il  est  visible  que 

_  ±(:)0-ho,H)2zb5(':ig-hH)* 
_ . , 

4 

formules  où  Ton  choisira  les  signes  supérieurs,  ou  les 
signes  inférieurs,  de  manière  que  chaque  membre  soit 
positif.  On  peut  prouver  d'ailleurs  qu'un  nombre  entier 

compris  dans  la  forme est  compris  aussi  dans  la 

forme  5  u*  —  v^\  de  même  pour  un  entier  compris  dans  la 

forme  -. (voir  la  Théorie  des  nombres  de  Le- 

gendre,  t.  I,  p.  2o5.  Du  reste,  la  preuve  dont  il  s'agit 
peut  aussi  se  tirer  de  formules  directes,  sans  rien  em- 
prunter à  la  théorie  des  nombres). 

Si  c'est  la  quantité  4P'-H'^7Q^  qtii  est  égale  à  un 
carré  R^,  auquel  cas  Q  et  R  sont  nécessairement  des 
nombres  pairs,  on  a 

4 

où  le  second  membre  est  évidemment  un  nombre  de  la 
forme  Si/^-f-v'^. 

L'identité  qui  justifie  et  complète  la  proposition  énon- 
cée à  la  fin  de  la  Remarque  consiste  dans  la  formule 


(  4.1  ) 
dan  <  laquelle 

^:zzA2-+-(A-hB-+-C)»^-C^ 

c,—  A(2a)2-hB  9.a(a  _  p)  ^-C(a  -  ^)^ 

^3-^A(a-h?)»-^B(a4-?)9.a4-G(2a)2. 
Cette  formule  peut  s'écrire 


(?)^  (?)■.(?)•=*. 


De  la  sorte,  le  second  membre  est  indépendant  de  a  et 
3,  et  peut  représenter  tout  nombre  égal  à  la  somme  de 
trois  carrés  entiers,  tandis  que  le  premier  membre  peut 
représenter,  d'une  infinité  de  manières,  une  somme  de 
trois  carrés  rationnels. 


KOTE  SUR  DES  FORMULES  DE  JOACUIMSTIIAIm 

Par  jM.  A.  DROZ. 


Dans  le  Journal  de  C relie  [Sur  quelques  applications 
des  déterminants  à  la  Géométrie,  t.  XL),  Joachimslhal 
a  donné  deux  formules  pour  la  surface  du  triangle  dont 
on  connaît  les  équations  des  trois  côtés,  et  pour  le  volume 
du  tétraèdre  si  l'on  connaît  de  même  les  équations  des 
quatre  plans. 

Mon  intention  dans  cette  Note  est  de  donner  une  dé- 
monstration très  simple  de  ces  deux  formules. 

Soient 

a,i     a,j     ...     a,rt 

a^i     ajij     . .  .     «£« 


(    4.2    ) 

Je  représente  par  a^^le  coefficient  dea^  dans  le  déter- 
minant A. 
On  sait  que 


A'nz 


r=  A«- 


(BiMET  et  Cauchy,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique]. 
Expression  de  la  surface  S  du  triangle  compris 
entre  les  trois  droites 


(0 

(2) 

(3) 


rt„a?  -i-  a,jj  -h-aja  ==  o, 


Si  -t'o  J'i  ;  J^2î  ^2  ;  «3:3,  j^'^8   sont  les  coordonnées  des 
points  d'intersection  des  droites  (  ^3  ) ,  (  3 1  ),  (  1 2  ),  on  aura 


Mais 


x^  —  —  ) 


— '  y\ 


«« 


•^3  —  —  > 
«33 


«12 

î 

«13 

«js' 


«33 


aS: 


(I) 


2S  = 


«I8«Î3«33 
«13«J3«33 


«Il  «U  «1» 
«îl  «îî  «»8 
«81        «3ï        «33 


Expression  du  volume  V  rfi/  tétraèdre  compris  entre 


i  4i:{  ) 


les  quatre  plans 


(I) 

(2) 

(5) 


flfji  j-  -^  ait  V  4-  «135  -h  a, 4  =1  o, 

a^i^r  -f-  «38  V  -f-  «33-  -H  «3v  =  o, 
«V,  .r  4-  «vi.V  -H  «V3  -  -^-  ^u  =  O- 


Soient  x<,j<,Z|^  X2,j2î ^2 î  -^sO^î^»?  X4,j4,2*les 
coordonnées  des  points  d'intersection  des  plans  (a34)î 
(340»  (4*2  j,  (i2i3)5  on  aura 


Mais 


«13 

> 

«U 


6V 


'^î 

"~  «s/ 

Xt- 

-  ^ 

«n 

«Î3 
«ÏV 

«8V 

?'i~ 

-  Î2^ 
"  «s* 

«83 
'        -3   -  — > 
«Ik 

?''^~ 

"  «u 

«W 

ri       Vi 

^l 

I 

^i       Vi 

^i 

1 

^3     rz 

^3 

! 

-r^     y\ 

^i 

I 

«Il 

«IS        «13       «U 

— 

I 

«îl 
«31 

«ÎJ        «13       «J4 

«U«2V«3; 

«u 

«3S        «88       «14 

«M 

«*S       «*8       «4* 

Donc 

(H) 


6V  = 


A» 


«14  «1»  «34  «4» 


(.  1i4  ) 

KeTE  SUR  LES  CONDITIONS  QUI  EXPRIMENT  QU'INE  SURFACE 
DU  SECOKII  DEGRÉ  EST  DE  REYOLITION; 

Pah  m.  GENTY. 


Soient 


?v»- 


Téquatiou  d*uiie  surface  S  du  second  degré  à  centre, 
rapportée  à  ses  trois  plans  principaux, 


a 


II 


=  o, 


celle  de  sa  polaire  réciproque  S|  par  rapport  à  la 
sphère 

L'équation 

a^       y 

oLjc     3r     -(z 
œ        y 

â       ?       Y 

qui  exprime  que  les  plans  polaires  d*un  point  quel- 
conque [x^j^  z)  par  rapport  à  la  sphère  et  aux  deux 
quadriques  sont  parallèles  à  une  même  droite,  représente 
les  trois  plans  principaux  des  surfaces  S  et  Sf  ^  en  effet, 
cette  équation  développée  devient 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  évidemment 
un  covarianl,  puisqu'il  exprime  une  propriété  géomé- 
trique des  trois  surfaces  complètement  indépendante  du 
choix  des  axes.  Si  donc 


/(j:,  r,  z)  zno,      ¥{x.y\  z)  ■ 


(  i'^'  ) 

sont  les  équations  des  quadriques  S  et  S|  rapportées 
maintenant  à  trois  axes  rectangulaires  quelconques  pas- 
sant par  leur  centre,  Téqualion 


('i) 


JT       y       z 

A        fy      A 

V.   f;    fi 


r=o 


représentera  les  trois  plans  principaux  de  ces  deux  qua- 
driques. 

Mais  si  la  surface  S  est  de  révolution,  deux  des  troîs 
quantités  a,  [3,  y  qui  entrent  dans  Téquation  (i)  sont 
égales  et  le  premier  membre  de  cette  équation  est  iden- 
tiquement nul. 

On  obtiendra  donc  les  conditions  qui  expriment  que 
la  surface  S  est  de  révolution  en  écrivant  que  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  (a)  est  identiquement  nul. 

Soit 

Féquation  développée  de  la  surface  S\  celle  de  la  sur- 
face S{  sera 

Kx^  -h  Br-  -+-  C^*  -h  îîFyj  -+-  iGzx  4-  2H  ry  =  A, 

en  posant 


A  =  abc  -h  'Ji/gh  —  a/^ 
A=z  bc—f,      B^ca 

et  Féquation  (  1  )  prendra  la  forme 


bg^  —  ch^, 
0^ab-h\ 
U^/g-ch, 


x  y  z 

ax  -h  h  y  -hgz      hx  -h  by  -+-/z     gx  -\- fy  -h  cz 
A^-hHr-hG;;     Hx-f-Bv-hF;:     G^H-Fy-f-G^ 


=1:0. 


En  identi liant  A   zéro  le  premier  membre  de    cette 


(  'o^  ) 

équalion,  ou  obtient  de  suite  les  couditioiis  cherchées 
sous  la  forme 

b  —  c  c  —  a  a—  b f ^ h 

On  reconnaît  sans  peine  que  Tensemble  de  ces  équa- 
tions ne  représente  que  deux  conditions  réellement  dis- 
tinctes. 

En  remplaçant  F,  G  et  H  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations 


on  a 
ou  bien 

c'est  la  forme  habituelle  des  équations  de  condition. 

QUESTION  DE  LICEKGE  (PAUIS,  JUILLET  1880); 
Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUK. 


F 

G 

H 

-A' 

f 

«/_ 

/'/- 

Q 

^.^_ 

M 

-ch 

h 

a  — 

dl- 

b  — 

'^r^ 

C  — 

f    1 

En  un  point  M  de  la  chaînette  définie  en  coordonnées 
rectangulaires  par  V équation 

.»•  * 

(  I  )  7  ■^-  ■;  (  ^'^  +  ^  "  )  ' 

on  mène  la  tangente  que  Von  prolonge  jusquà  sa 
rencontre  T  avec  OX,  puis  on  fait  tourner  lajigure 
autour  de  OX. 

Exprimer  la  dijférence  des  aires  décrites  par  l'arc 
de  chaînette  A  M,  A  étant  le  sommet  de  la  courbe  et 


(4i7  ) 

par  la  tangente  MT  :  i**  en  fonction  de  l'abscisse  de  M  ^ 
a**  en  fonction  de  V abscisse  de  T. 

Soient  x^j  les  coordonnées  du  point  M.  La  tangente 
MT  engendrera  la  surface  latérale  d'un  cône  :  tzj  X  MT, 
Calculons  d'abord  MT.  L*équation  (i)  donne 

<-)  '£-\{^ -'-■)■■ 

par  suite,  Téquation  de  la  tangente  au  point  M  est 

En  y  faisant  Y  =  o,  on  aura  l'abscisse  du  point  T 

(3)  X  =  ^-a-^ ~x^^--  ;       _.' 

e"  —  e  '^  ^  —  e   " 

On  a  donc 

\^—e   «y  \^—e  ^) 

d'où 

X  X 

par  suite,  la  surface  engendrée  par  MT  a  pour  expression 

surf.  MT=  —lILlL—. 
a\ê^-^e~y 
Anm»  et  Bfatkém.^  a"  série,  t.  XX  (Septembre  1881).  2^ 


(4.8) 
D'autre  part, 

surf.  A  M  —  2T.  I     rds. 
surf.  AM  =  ait  r  -^rf-r  =  —  J     (c^  H-  e"  ")  rf.r 
surf.  AM  =  —  i-e** e     "  -h  a.r 

'^.  \2         2  y 

—  î^  (e^—e    ")-f-7crt.r. 

o  / 


2 

Doue 


,.f.  AM  — surf.  MT  — 


r^tzal  jr 


IIÉGONPOSITiON  DES  NOMBRES  y-<9^«'  ET  DU  DOUBLE 
DE  CBS  NOMBRES  EN  DEUX  CUBES  RATIONNELS-, 

Par  m.  C.  HENRY. 


On  doit  à  M.  Edouard  Lucas  ces  deux  identités  (  '  ) 

(  (6LM4-L'  — 3M«)' 

^'^      1       -f-(6Li\I  — L«-h3M»)»=:2».3«LM(L'  +  3M«)S 
(2)         (LH-M)»H-(L-M)»=:2L(L»-f-3M«), 

(•)  Nouvelles  Annales  de  Afa thématiques,  2'  série,  t.  XIX,  p.  91. 


(4i9  ) 
d*où  1  on  tire  aîséaient,   par  des  substitatious  conve- 
nables, ce  théorème  (  *  )  : 

Le  quadruple  et  le  carré  rfe  4/^*  +  27^*  est  décorn- 
posable  en  deux  cubes  rationnels. 

De  l'identité  (  2)  on  peut  déduire  également  cette  autre 
proposition  : 

Théorème.  —  Les  nombres  de  la  forme  f^^  —  9é'*" 
et  leur  double  sont  décomposables  en  deux  cubes  ra- 
tionnels. 

En  effet,  si  dans  Tidentité  (2)  on  remplace 

L     par    y^(/^-9^'V), 
M     par     3^«(/^-,^'«-^), 

on  a  facilement 

et,  en  posant 
il  vient 

SI,  dans  la  même  identité  (  2  ),  on  fait 

on  a 

,,.      r L  +  M ]'       r         L^M        -|'_ 

(*)  Xouvelleê  Annales  de  Mathématiques,  a*  série,  t.  XIX,  p.  43o. 


(  4^0  ) 
Donc  les  nombres  de  la  forme  y* ^  —  Qg*^  et  leur 
double  sont  des  sommes  de  deux  cubes  rationnels. 
Les  nombres^et  g  sont  évidemment  supposés  inégaux. 


QUESTION  DE  LIGEKGE  (PARIS,  JUILLET  188»}^ 

Pab  m.  E.  FAUQUEMBErfGUE. 


Un  corps  solide  se  meut  autour  d 'un  point  fixe  : 
trousser  à  chaque  instant  le  lieu  des  points  du  corps 
pour  lesquels  l'accélération  est  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané  de  rotation. 

Désignant  par  u,  if,  w  les  projections  de  la  vitesse  du 
point  dont  les  coordonnées  sont  Ç,  t;,  2^,  on  a 

w^=^pt\—q\, 

£n  difTérentiant  ces  équations,  en  considérant  \^  r^,  ^ 
comme  constantes,  on  aura  les  projections  de  raccélë- 
ration  suivant  les  axes  OÇ,  Oy|,  02^  : 

du ^  dq  dr 

dv ^dr  dp 

~di'~'^'dt  '^^'dV 

dw  dp       y.  dq 

Ht    '~^^'di~'^  di' 


L'accélération  fait  avec  les  axes  mobiles  des  angles 

du   d\^  dw 
Tt'Wli' 


,        ,  .  ,  X    y  du   dv   d\v 

dont  les  cosinus  sont  proportionnels  a  -7-»  ;t.>  -tt 


(  4a.  ) 

D'autre  part,  l'axe  instantané  de  rotation,  qui  a  pour 
équations 

P         7         '•' 

fait  avec  les  mêmes  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
proportionnels  à  p,  ^,  r.  Ces  deux  directions  devant 
être  rectangulaires,  on  a  l'équation 


P 


(    dq  dr\ 


ou 


+  (''f-''a)''+(''^-'^)'^=°' 

ou  encore 

^      q  r         "^      p 

Cette  équation,  qui  représente  un  plan  passant  par 
l'origine,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  détermine  le 
lieu  cherché. 


ECOLE  SPfiCIALE  IILITAIRE  (CONCOURS  DE  1881). 


Composition  mathématique  {trois  heures). 

Première  question,  —  On  donne  un  cône  de  ré- 
volution, dont  la  génératrice  SA  fait  avec  l'axe  S^  un 
angle  ^,  et  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  &  : 

1^  Démontrer  que  l'ellipse  peut  toujours  être  obtenue 


(  4aa  ) 
en  coupant  le  cône  par  un  plan  convenablement  déter- 
miné ; 

2"  Si  AB  est  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méri- 
dien ASB  qui  lui  est  perpendiculaire,  démontrer  la  rela- 

tion  SA.SB=    .  -q! 
sm*  p  ' 

3°  Calculer  en  fonction  des  données  «,  i,  p,  par  des 
formules  logarithmiques,  l'angle  SAB,  la  portion  SA  de 
la  génératrice,  ainsi  que  Taire  du  triangle  SAB. 

On  appliquera  ces  formules  aux  nombres  suivants  : 

a  =  43"»,  906,     6  =  25-,  4346,     p  =  5«ia'8\48. 
Seconde  question,  —  Résoudre  l'équation 


sjmx  4-  «  -H  sjx  -^  b:=c, 

les  lettres  a,  &,  c,  m  désignant  des  nombres  donnés  dont 
le  dernier  est  supérieur  ou  au  moins  égal  à  t . 

Condition  de  réalité  des  racines.  —  Limites  de  c. 


Epure  [deux  heures  et  demie). 

On  donne  un  plan  PaP  incliné  de  4^^  «tir  le  plan 
horizontal,  et  dont  la  trace  horizontale  fait  avec  la  ligue 
de  terre  un  angle  de  36°.  Un  cercle,  situé  sur  ce  plan, 
dans  le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  deux  traces  a  P 
et  aP,  et  a  pour  diamètre  o"^,o54.  Ce  cercle  est  la  base 
d'un  cône  droit,  situé  au-dessus  du  plan  PaP',  et  dont 
la  hauteur  égale  o",io8.  On  demande  : 

i"  De  construire  les  projections  de  ce  cône  j 

2"  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec 
la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  milieu  de 
la  hauteur; 

3°  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de 
rencontre  situé  à  droite. 


(  4'^:^  ) 
CORllESPeNDANCe. 


Lettre  adressée  à  M.  B risse. 

Monsieur  et  cher  collègue, 

Voici,  au  sujet  de  la  question  1337,  posée  par  M.  Bar- 
barin,  dans  ce  Tome,  page  48,  et  résolue  par  M.  Âîgnaik, 
page  a8a,  quelques  remarques  que  vous  jugerez  peut-être 
dignes  d'intérêt. 

La  propriété  qui  définit  le  lieu  géométrique  est  projec- 
tive,  et,  puisque  tout  triangle  peut  être  considéré  comme 
la  projection  d'un  triangle  équilatéral,  il  suffit  de  consi- 
dérer le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral. 

Prenant  ce  triangle  comme  triangle  de  référence,  on 
trouve  comme  équation  du  lieu 

(l)  X75=:A(x-hjK)(/-h5)(^-h^). 

Cette  équation  permet  de  reconuaitre  sans  peine  toutes 
les  propriétés  indiquées  par  M.  Aignan.  J'ajouterai  la 
suivante  :  pour /r  =  —  i ,  la  cubique  se  décompose  en  une 
droite  à  l'infini  et  une  circonférence  circonscrite  au 
triangle  de  référence. 

•  11  en  résulte  ces  deux  théorèmes  de  Géométrie,  dont 
la  démonstration  directe  est  sans  difficulté  : 

Théorème.  —  On  joint  les  sommets  ci* un  triangle 
équilatéral  à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes 
droites  qui  déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six 
segments  :  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des 
côtés  du  triangle  est  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 


(  4a4  ) 

Théorème.  —  Par  les  sommets  d'un  triangle  quel- 
conque,  on  mène  trois  parallèles  qui  interceptent  sur 
les  côtés  du  triangle  six  segments  :  le  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  est  toujours  égal  au  produit 
des  côtés  du  triangle. 

Les  cubiques  (  i  )  sont  des  courbes  à  trois  axes  de  sy- 
métrie. L'équation  générale  des  cubiques  à  trois  axes  de 
symétrie  est,  en  prenant  un  triangle  de  référence  dont 
les  côtés  soient  perpendiculaires  aux  axes  de  symé- 
trie, 

(1)  < 

{       -H  n{x  -^  y  -h  z){a:y  -^  yz  -\'  za:)  ■^pxyz=io. 

On  peut  toujours  disposer  du  triangle  de  référence  de 
manière  à  faire  disparaître  un  des  termes  de  cette  équa- 
tion. Si  Ton  fait  disparaître  le  premier,  on  retombe 
sur  Téquation  (i).  Donc  les  cubiques  (i)  comprennent 
toutes  les  cubiques  à  trois  axes  de  symétrie.  Si  Ton  fait 
disparaître  le  second  terme,  Téquation  (2)  devient 

(3)  xyz  =  k{x  -I-  V  H-  -5)». 

Donc  : 

Théobeme.  —  Les  cubiques  à  trois  axes  de  symétrie 
sont  telles  que  le  produit  des  distances  d'un  de  leurs 
points  aux  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéral  est 
constant. 

Remarquons,  en  terminant,  que  l'équation  (  3  )  ne  con- 
tient  pas  de  cubique  décomposable  :  elle  ne  se  déduit  de 
l'équation  (2)  que  si  p  n'est  pas  nul,  et  de  l'équation  (1) 
que  si  h  n'est  pas  égal  à  — ^  i . 

Lucien  Lévy, 
Professeur  au  lycée  Lou»s-!e-GrantI. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1335 

(Tolr  a*  s4rle,  t.  XVIII,  p.  479); 

Par  m.  Marcello  ROCCHETTI. 

Démontrer  : 

i^  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  V équa- 
tion 24je^*  -H  I  =^^î  dont  les  deux  premières  sont  j:  =  o 
etyz=i'^x=^i  etj^==5jSe  déduisent  chacune  des  deux 
précédentes  en  retranchant  l' aidant-dernière  valeur  de  x 
ou  de  y  de  dix  fois  la  dernière  pour  obtenir  la  sui- 
vante; 

2**  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équa- 
tion ax'-h  1  ==3j^*,  dont  les  deux  premières  sont  x=  i 
ety:=i'^x=ii  ety  =  g^  s'obtiennent  comme  celles  de 
l'équation  précédente  (  i°)  ; 

3^  Que  toute  valeur  du  nombre  X  =  3j:'-Ha  (a°) 
ayant  la  double  propriété  d'être  égale  à  la  somme  des 
carrés  de  trois  entiers  consécutifs  et  à  celle  des  carrés 
de  deux  entiers  consécutifs  est  de  la /orme  36o  /i  +  5. 

(Ltokmet.) 

i*>Sî(a,,p,),  (aj,  p,),...,  (a,i,p;,)  sont  les  n  pre- 
mières solutions  de  l'équation  24x^4-1  =j^^,  déduites 
chacune  des  deux  précédentes  de  la  manière  indiquée,  la 
loi  énoncée  sera  vraie,  en  général,  si  Ton  démontre  que 

(0  24aJ^j4-i  =  ?î^i, 

où 

(2)         0L„^i  =  lO%n—^n-l      et      P«+i  =  IoP„—  p^^l   . 


(  4-^(i  ) 
Substituons  les  valeurs  (2)  dans  l'équatioii  (1)5  celle-ci 
est  vérifiée  si 

relation  qui  devient 

Mais  cette  dernière  équation  est  satisfaite  en  faisant 

atj  =  o,     «,  =  !,     ?i  =  i,     P2  =  5; 
donc,  etc. 

2*^  On  doit  démontrer  semblablement  que 
relation  qui  devient 

Mais  cette  équation  est  satisfaite  en  faisant 

donc,  etc. 

Remarque,  —  Pour  les  valeurs  de 

J7=:i,   II,  109,  1079,   ..., 

x^  est  de  la  forme  1 20/2+ 1 ,  et,  par  conséquent,  3  a:-  4-  2 
est  de  la  forme  36o/i  -{-  5. 
3°  L'équation 

2^* -h  25  H-i  =  3^* 4-  I 
donne 

^  _  ~  1  ±  v/6^'  -h  3 
**  2 

On  aura  pour  3  des  valeurs  entières  et  positives  quand 
•+■  y/6a:^  4-  3  sera  un  nombre  entier  nécessairement  di- 
visible par  3.  Donc  toute  valeur  de  x  entière  et  positive 


(427  ) 
<juî  vérifio  la  relation  a  j:*  -h  i  =  3^*,  on  y  est  un  nombre 
entier,  donne  une  valeur  de  z  entière  et  positive. 

Mais  les  solutions  indiquées  ont  été  déterminées  (  a^  )  ; 
elles  sont 

Pour  J7 I,  11,   109,  1079,   ..., 

Pour  7 I,     g,     89,     881,    ...; 

donc  nous  avons 

Pour  5  m-: I,   i3,   i33,  i3'ii,   .... 

Exemple  : 

Pour  a?  =1 N  =:0-f-l*H-2*=:I*-h3', 

Pour  J7=iII N==:lO*4-II*-hI2*=:l3*-hl4S 

Pouf  a:  —  iog N  :=:  108* -h  109»  4- 110»  =  1 33* -h  1 34», 


Note,  —  La  niênie  question  a  été  résolue  par  MM.  F.  Pisani;  J« 
Lissençon;  Moret-BIanc;  A.  Leiackugel. 


Question  13i5 

(voir  a*  «ério,  t.  XIX,  p.  i^a); 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Démontrer  que  toute  droite  passant  par  le  sommet 
commun  aux  trois  coniques  représentées  par  les  éc/ua^ 
tions 

r*—  2pX  =r  O, 
2px^  -H  a(  J*  —  'îpx)  :=.  O, 
2px^ —  a  (j* —  9.px)  =  O 

les  coupe  en  trois  autres  points  qui  forment  ax^ec  le  som- 
met une  proportion  harmonique,  quelle  que  soit  la  "ua- 
leur  de  a.  ( Ed .  GviLhET . ) 


(428  ) 
Soit    une   droite  quelconque  y  =  mx^  passant    au 
sommet.  Elle  coupe  respectivement  les  trois  coniques 
aux  points  (xo^i),   (a:2,Ja),  (^3,J»)i  et  Ton  a,  par 
conséquent, 


I 

I 

I 

a 

-f- 

m» 

I 

—  a 

H- 

m» 

P  ' 

I 

, 

2 

^1 

■^^ 

■-— 

d?,' 

Donc 


relation  indépendante  de  a  et  qui  démontre  la  pro- 
position. 

Afote,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lez  ;  Moret- 
Blanc;  F.  Pisani;  J.  Boudénes  et  J.  Perret,  élèves  du  lycée  de  Gre- 
noble; A.  Droz,  au  Gymnase  cantonal  de  Porrcntruy  (Berne); 
E.  Pecquery,  élève  du  lycée  du  Havre;  H.  Herzog,  du  lycée  de  Rouen. 


Question  1347 

(Tolr  a*  lérle,  t.  XIX,  p.  43>)  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 

«Six  points  quelconques  étant  donnés  sur  un  plan,  le 
lieu  géométrique  des  points  tels  qu'en  les  joignant  aux 
six  points  donnés  on  obtienne  un  faisceau  en  involu-- 
tion  se  compose  de  quinze  cubiques  du  troisième  ordre 
qui  passent  toutes  par  les  six  points  donnes.  (Dewulf.) 

Soient 

A  et  A',     B  et  B',     C  et  C 

les  points  donnés,  et  leurs  coordonnées  respectives 

xuyx  et  x\,y\,     x^,y^  et  ^',,/,,     a:^,y^  et  x\,y\. 


(4^9) 
Soit  M  (^)J')  le  point  mobile^  prenons  pour  axe  des 
X  une  droite  OX  quelconque,  coupant  les  droites  MA, 
MA',  MB,  . . .,  aux  points 

a  et  a',     h  et  6',     c  etc', 

dont  les  distances  respectives  à  l'origine  sont 

a  et  a',     p  et  ?',     ^  ^^  ï'- 

Nous  exprimerons  que  le  faisceau  est  en  involutiou  en 
écrivant  l'équation  symétrique 

ah\  bd,  ca'  +  a!  b.  b' ce' a  ^=20 
ou 

(a-p'){p-ïO{T-«')  +  («'-P)(P'-ï)(ï'-«)  =  o. 

Exprimons  en  fonction  des  coordonnées  toutes  ces 

différences.  Remarquons  que  la  droite  MA  a,  par  exemple, 

a  pour  équation 

X  —  X\        x*  —  a 


7  —  71  Ji 

d'où 

a  zz:  ■  • 

7  — 7i 

Par  analogie,  on  a 

^ _  -^17  —  ^7i       «/«.^iTzi^ 

a  — >      a  — y —  > 

7-/»   '  7-/t    ' 

7—7»  '         7— y» 

Formons  maintenant  les  différences  qui  composent  le 
produit;  nous  aurons,  par  exemple, 

j      o>_  7[(-^i7  —  ^7i)  —  (-^'17  —  ^7»)  +  (^»7i  — ^«7Î)3 
(7  — 7i)(7-7'i) 


(  43o  ) 


OU  encore 


?'-■ 


y 


(v-j,)(7-v;) 

On  formerait  de  même  les  autres  diiTérences,  et  l'on 
aurait,  après  substitution  et  réduction, 


I     a: 

y 

X 

y 

X 

y 

I        J?! 

ji 

X 

^i 

y* 
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^* 
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X 

y 

I     x\ 

y\ 

X 

^'l 

y'i 

X 

^'l 

y* 

I       .Tt 

yt 

^3 

y* 

x, 

71 

=  o. 


L'équation  de  celte  courbe  est,  comme  on  le  voit,  du 
troisième  degré,  et  Ton  remarque  que,  si  l'on  substitue  à 
X  etj^  les  coordonnées  de  Tun  des  points  donnés,  ar,, y, 
par  exemple,  un  déterminant  facteur  s'annule  dans 
chaque  produit,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  pa^c 
par  les  six  points  donnés. 

L'ordre  des  lettres  a,  a',  i,  ...  étant  posé  comme  tout 
à  riieure,  on  peut  admettre  que  les  droites  MA,  MA', . . . 
soient  prises  dans  un  ordre  différent  pour  produire  la 
suite  a,  ât',  i,  ....  Dès  lors,  on  produira  autant  de  courbes 
analogues  à  la  précédente  qu'on  pourra  former  de  fais- 
ceaux, tels  que  M(ABCC),  produisant  l'involution 
(aa'ii'c(/), c'est-à-dire  autant  de  courbes  que  de  combî- 

j      .      ,  .                                        .   6.5.4.3 
naisons  de  six  objets  quatre  a  quatre,  soit 5-y 


=  i:>. 


J^ote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  F.  Dnmont, 
chargé  de  cours  au  lycée  de  Tournon,  et  Moret-Blanc 


(  43.  ) 
Question  1349 

(TOir  »*  iérie,  l.  XIX.  p.  480): 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Trouver  un  nombre  positif  ayant  la  double  propriété 
d 'être  égal  au  produit  de  trois  entiers  consécutifs  et  à 
celui  de  deux  entiers  consécutifs,  (Lioritet.) 

Il  faut  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  Téqua- 
lion  indéterminée 

(  v(7 -h  i)  (r -h  2)  =  j:(;r -f- 1) , 
(0  ou 

(  r*  -f-  3  j*  4-  2  r  =  X*  H-  X. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  4)  et  ajoutant  i, 
on  a 

(2)  47*+i2j'-h  8r  4-1  =  (2j:-4-i)'. 

La  question  se  réduit  donc  k  trouver  un  nombre 
entier  j^,  tel  que  4j^*-f-iaj2-f- 8/-+-1  soit  un  carré 
parfait.  Posons 

(3)  4j'*-f-i27*+8jK4-i  =(m7  — !)•, 

d'où 

4j*-h  (la  —  m*)7 -H  (2 w  4- 8)  =0; 


m* —  12  ±\/ni^ —  'iLrn'^ —  Sam  -f- 16 

y=  V _ 

11  faut  que  m* —  ^^w?  —  Sam  -h  16  soit  le  carré  d'un 
multiple  de  4;  on  peut  donc  poser  m  =  a/i,  ct^  en  divi- 
sant par  16  Texpression  qui  doit  être  un  carré,  on  a 

n^ — 6/i'— -  4^*  "^ '» 

qui  doit  être  un  carré. 

On  voit  immédiatement  que  cette  condition  est  salis- 


(    432    ) 

2A  ib  i6 
faîte  par  /i  =  3,   d'où  m=:6  et  j^  =  -^^ — ,  ce  qui 

donne  les  deux  solutions  j'  =  i   et  y  =  5,  ou 

I  .2.3  rr:    2.3     =6, 
5.6.7  =l4«ï5i=:2lO. 

Les  nombres  6  et  aïo  jouissent  donc  de  la  propriété 
énoncée  (*). 

(•)  JVote  du  Rédacteur.  —  D'après  les  équations  (a)  et  (3)  on  a 
aa?  -+-I  =  my  —  i, 
m 

donc,  si  m  est  effectivement  un  nombre  pair  an,  x  -k-i  —  ny,  c'est-à- 
dire  que  a; -ht  est  multiple  de^.  £n  admettant  a  priori  cette  hypo- 
thèse, un  calcul  très  simple  fait  connaître  les  solutions  de  la  question 
proposée. 
f  En  remplaçant  x  +  i  par  ny,  l'équation  (i)  devient 

y^~-  (/i*—  3)y  -i-  /i  -4-  a  =  0. 

Le  nombre  entier  n  ne  peut  être  moindre  que  3,  car,  pour  /i  =  i  et 
n  =  a,  les  racines  de  l'équation  précédente  sont  imaginaires. 

Le  nombre  n  ne  peut  surpasser  3.  En  effet,  si  l'on  remplace  succes- 
sivement y  par  n^—  3  et  n'—  4,  le  premier  membre  de  l'équation 

y^—{n*—3)y-^n+  a  =  o 
prend  les  valeurs 

/iH-a    et    —  n»-h/i-+-6  =(3  —  n)  (n-ha); 

la  première  est  évidemment  positive,  et  l'autre  est  négative  quand  n 
surpasse  3.  Dans  ce  cas,  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  les 
deux  entiers  consécutifs  n  —  4  »  n  —  3;  l'autre  racine  est  comprise 
entre  o  et  i,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  en  ayant  égard  à  ce  que  la 
somme  des  deux  racines  est  n*—  3.  Par  conséquent,  aucune  des  deux 
racines  n'est  égale  à  un  nombre  entier. 
Il  faut  donc  que  n  =:  3  ;  il  en  résulte 

r'— 6^  +  5  =  0,    y  =  i    et   y  =  5y 
d'où 

X  =  2    et    a:  =  14. 

Ce  sont  les  deux  solutions  trouvées  par  M.  Moret-Blanc. 

(G.) 
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rt'Viir  elnotahiementaugmenlée.  i  fort  volume  in-8  de  xxxviii-c)()opii:es; 
a  V  »•(•  (3 1 6  fig.  dans  le  texte  et  1  o85  Questions  proposées  ;  1878-1879.  1 4  fr . 
On  verid  séparément,  savoir  : 

f'  Ta  UTIE.  —  Géométrie  plane 6  fr. 

Il*"  P  \  n  ri  K.  —  Géométrie  dans  Ces  pare,  courbes  et  surfaces  usuelles .   8  fr . 

itC<l  ()ii>r:nTC.  si  complet,  dont  le  succès  croissant  n'a  été.  pour  MM.  Roiuhé  et 

Irtmili'  rousso,  qu'un  encoura{;enient  â  micuix  faire,  Cht  confornu*  aux  «lernicrs 
>;;jMiiif»u»s  ofliciels..,!!  renferme  un  très-grand  nombre  d'Kxercioes  et  de  Ques- 
ris  (nop()sees,  classées  par  paragraphes.  Mais  le  caractère  dislinctif  qui  lui  donne 
,tc  sa  valeur  consiste  dans  les  Appkndicks  consacres  à  l'exposition,  à  la  fois  con- 
I  »'t  :i|.piMfondie,  des  principales  Meliiodes  de  la  Géométrie  molerne.  (Vesl  la  un 
|(  \\\\v  service  reutlu  .i  la  vulgarisation  de  ces  Methodi's.  Comme  Ta  tlit  M.  Chasies, 
'pn-.cntanl  lu  première  édition  de  ce  Traite  à  l'Académie  des  Sciences  :  ■  il 
^it  '.a♦i^fai^e  aux  besoins  réels  de  renseignement  en  France  ».  Depuis,  les 
eiirs  iiN.nt  rien  négligé  pour  mériter  de  plus  en  ydus  cetélogô.  De  nombreuses 
liicti  MIS  ont  ()r(»uvé  (pion  en  jugeait  de  même  à  l'étranger.  Ajoutons  enlin  que 
i''iitir»M  lyp(»grapliiquc  répond  lojit  à  l'.iit  au  mérite  du  Livre. 

DCHÈ  Eugène)  et  DE  COMBEROUSSE  (Charles;.  —  Éléments  de  Géo- 

létrie,  redi.icôs  conf(>rméin»>nt  aux  Pro;^riimmes  d'enseignement  dos 
l.i>-(S  'le  troisième,  de  seconde,  do  rhétorique  et  de  philosophie,  suivi:- 
'un  Complément  a  l'!sv(;e  dks  Iîlkves  de  Mathématiques  êlémen- 
iLiiu-.s  ET  OE  .MatiiÉ3IATIQi;es  spéciales,   et  de  Notions  sur  le  lever  des 

Iaa<,    l'arpen   -6'  et  le  nivclleinenf,   V  iklilion,   revue   et   auj^^mentée. 
►S,  ;»\ec  fi-,  d  i-s  le  texte;  i8«i r>  fr. 
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Publication    fondée    en     18  42    par    MM.    Gerono    et    Terqnexn, 
et  continuée  par  MM.  Gerono,  Prouhet  et  Bourg^et. 


Les  Noiu'fflles  annales  fief  Mathématiques  paraissent  chaque  mois  d 
formont  par  an  un  volume  in-8  de  36  feuilles,  avec  figures  dans  le  lexif . 
L'année  1881  est  en  cours  de  publication. 

Les  abonnements  sont  annuels  et  partent  de  janvier. 

Prix  pour  un  an  (12,  numéros  )  ; 

Paris )ô  ir. 

Dopartnmeirts  et   l'ays  faisant  partie  do   rCiiion  postale 17 

Autres  pays *0 


FREMliSRB  SÉRIE  :  20  volumes  in-8  (184^.^  1861),  300  francs, payah%^ 
de  la  manière  suivante  :  100  francs  comptant,  et  les  200  francsreslaiilsen  don-, 
bons  à  trois  mois  à  l'ordre  de  M.  Gauthicr-ViUars,  à  partir  deTepoquede  i: 
livraison  des  20  volumes. 

Les  tomes  1  à  Vil,  X  et  XVI  h  XX  (  1842-1848,  i85i  et  1857-1861) 

ne  se  vendent  pas  séparément. 
Les  autres  tomes  de  la  première  série  se  vendent  séparément VI  M 

La  BEUXIÈMB  SaîRIE,  commencée  en  1862,  continue  de  paraître  chp.qi  ^ 
mois  par  cahier  de  48  paires. 

Les  tomes  I  à  VIII  (1862  à  18G9)  ne  se  vendent  pas  P«p«ircment. 

Les  tomes  suivants  de  la  deuxième  série  se  vendent  séparéBacjjl. .        '^  i'- 
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SUR  UN  THEOREME  DE  PAPPUS; 
Pab  m.  h.  RESAL. 


L'énoncé  de  ce  théorème,  qui  est  peu  ou  point  connu, 
a  été  traduit  de  la  manière  suivante  : 

Si  du  sommet  d'un  hémisphère  on  décrit  une  spirale 
par  un  point  partant  de  ce  sommet  et  marchant  uni- 
formément sur  le  quart  de  cercle  qu'il  parcourra  pen- 
dant que  le  quart  de  cercle  fera  une  résolution  entière 
autour  de  l'hémisphère,  la  portion  de  la  surface  spke- 
rique  comprise  entre  cette  spirale  et  la  base  sera  égale 
au  carré  du  diamètre. 

Soient 

R  le  rayon  de  l'hémisphère  ; 

S  son  sommet; 

O  son  centre; 

m  une  position  quelconque  du  mobile; 


itJ  une  position  qui  en  estinGnirnent  voisine; 

1  la  projection  de  m  sur  OS; 

0  TanglemOS; 

z,  Tangledont  le  quart  de  cercle  a  tourné. 

An/i,  deMathémat.^  u«  série,  t.  XX.  (Octobre  i88i.) 


28 


(  w  ) 

Comme  on  a  '^  =  27:  pour  0  =  -  >  on  voit  que 


On  reconnaît  facilement  que 

SI  — Rh—cos|j, 
aireSm/n'zr:  27rR.SI  x  — ^  =  RM  i  — cos^  \d^. 

En  intégrant  cet(e  expression  entre  les  limites  o  et  a?:, 
on  trouve  pour  Taire  comprise  entre  le  sommet  S  et  la 
spirale 

R*(2ir  — 4). 

Par  conséquent,  Taire  comprise  entre  la  courbe  et  la 
base  est  4R^i  ce  qui  est  conforme  à  Ténoncé. 


SUR  UNE  CLASSE  DE  SURFACES  DU  QUATRIÈME  ORDRE; 

Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  lycée  de  Nice  ('). 


VII.  Voyons  maintenant  comment  se  transforment, 
dans  un  cône  du  second  ordre,  les  lignes  et  les  plaus 
qui  jouent  un  certain  rôle  dans  Tétude  de  cette  surface, 
par  exemple  les  focales  et  les  plans  cycliques. 

Toute  droite  passant  par  le  sommet  du  cône  trans- 
formé se  transforme  en  une  circonférence  passant  par 
les  deux  points  singuliers  de  la  girocyclide.  En  parti- 
culier, comme  les  focales  du  cône  font  avec  chacune  de 

(  *  )  Voir  même  Tome,  p.  383. 
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SCS  génëtratriccs  des  angles  dont  la  somme  est  constante, 
elles  se  transforment  en  deux  circonférences,  faisant 
avec  chacune  des  circonférences  génératrices  de  la  giro- 
cyclide  deux  angles  dont  la  somme  est  constante  :  ce  qui 
revient  à  dire  que  chacune  des  génératrices  du  cône 
tangent  fait  avec  les  tangentes  à  ces  deux  circonférence  i 
deux  angles  dont  la  somme  est  constante.  Ainsi,  aux  gé- 
nératrices du  cône  transformé  correspondent  deux  cir- 
conférences passant  par  les  points  singuliers  de  la  sur- 
face, et  dont  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  focales 
des  cônes  tangents.  Nous  les  appellerons  les  circonfé- 
rences focales  de  la  girocjclide. 

Les  plans  cycliques  du  cône  transformé,  c'est-à-dire 
les  plans  menés  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement 
aux  plans  de  ses  sections  circulaires,  se  transforment  en 
des  sphères  passant  par  les  deux  points  singuliers  de  la 
surface.  Le  centre  d'une  de  ces  sphères  se  trouve  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'un  des  points  singuliers 
sur  le  plan  cyclique  correspondant  du  cône  transformé. 
Nous  en  conclurons  que  les  plans  tangents  à  ces  sphères 
aux  points  singuliers  sont  les  plans  cycliques  des  cônes 
tangents.  Nous  appellerons  ces  sphères  les  sphères  cy- 
cliques de  la  surface. 

VIIL  Chastes,  dans  un  important  Mémoire  sur  les 
cônes  du  second  ordre,  a  démontré  les  deux  théorèmes 
suivants,  corrélatifs  l'un  de  l'autre  : 

I**  Tout  plan  passant  par  le  sommet  d'un  cône  du 
second  ordre  coupe  le  cône  et  les  deux  plans  cj  cliques 
suivant  quatre  droites,  telles  que  les  deux  premières 
sont  également  inclinées  sur  les  deux  autres. 

2°  Si  l'on  mène  deux  plans  tangents  à  un  cône  du 
second  ordre,  et  que  par  leur  intersection  et  les  deux 
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focales  on  fasse  passer  deux  plans,  ces  deux  /Mans  sont 
également  inclines  sur  les  deux  plans  tangents. 

Nous  en  déduirons  les  deux  théorèmes  suivants  : 

1°  Toute  sphère  passant  par  les  deux  points  sin- 
guliers d'une  girocjclide  du  quatrième  ordre  coupe 
cette  girocjclide  et  les  deux  sphères  cj  cliques  sui%*ant 
quatre  circonférences,  telles  que  les  deux  premières 
font  des  angles  égaux  avec  les  deux  autres, 

2®  Si,  dans  une  girocyclide  du  quatrième  ordre,  on 
considère  deux  sphères  enveloppées,  et  que  par  leur 
intersection  et  les  deux  circonférences  focales  on  fasse 
passer  des  sphères,  ces  deux  sphères  coupent  les  deux 
sphères  enveloppées  sous  des  angles  égaux. 

IX.  Proposons-nous  de  chercher  ce  qui  caractérise 
les  girocyclides  qui  correspondent  à  des  cônes  de  révo- 
lution. Comme  tous  les  cônes  transformés  d'une  girocy- 
clide sont  égaux  au  cône  tangent  en  un  des  points  sin- 
guliers, et  que  d'ailleurs  les  cônes  tangents  aux  deux 
points  singuliers  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
plan,  il  s'ensuit  que,  pour  que  la  girocyclide  corresponde 
à  un  cône  de  révolution,  il  faut  et  il  suffit  que  le  cône 
tangent  en  un  des  points  singuliers  soit  de  révolution. 
S*il  s'agit,  par  exemple,  de  la  girocyclide  représentée 
par  l'équation 

-h  2ax  -h  2^j-h  2c{z  —  c)Y^=  I^Ax'-h  4B/*, 
on  sait  que  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  c)  a  pour 
équation 

[ax-\-  by  -+-c(5  — c)]^=  Ajj'-hBj', 

ou,  en  ordonnant, 

-h  2 hcy{z  —  c)  -h  2 acT (z  —  c)  -h  a ahxy  =  o. 
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Si  l'on  suppose  que  a  et  A  soient  dîflërents  de  o, 
c'est-à-dire  que  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  sin- 
guliers ne  soit  pas  dans  Tun  des  plans  menés  par  les  axes 
de  la  conique,  lieu  des  centres  des  sphères  enveloppées, 
perpendiculairement  au  plan  de  cette  conique,  on  trouve 
que,  pour  que  le  cône  tangent  soit  de  révolution,  il  faut 
que  l'on  ait 

A— o     et     Brr:o. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  girocyclide  se  réduit  à  une 
sphère . 

Si,  au  contraire,  on  suppose  a  =  o,  les  coefficients  de 
deux  des  rectangles,  dans  Téqualion  du  cône,  sont  nuls, 
et  la  condition.pour  qu'il  soit  de  révolution  est 

{c-»4-  A)(^^—  B  -h  A  )  in  b^c\ 
ou  bien 

A/>2  4-(A  — B)c2-H  A(A~B)=o, 

ou  encore 


A-B       A 


-M  =  0. 


Ainsi,  les  points  singuliers  doivent  être  sur  l'une  des 
coniques,  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui 
ont  pour  base  le  lieu  des  centres  des  sphères  enve- 
loppées :  on  obtient  ainsi  les  surfaces  que  M.  Amigues 
appelle  des  digirocjclides. 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  cité  plus  haut,  Chasles 
a  encore  démontré  les  deux  théorèmes  corrélatifs  sui- 
vants : 

I**  Deux  plans  tangents  à  un  cône  coupent  les  deux 
plans  cjcliques  menés  par  un  même  axe  de  symétrie 
suivant  quatre  droites  qui  sont  situées  sur  un  même 
cône  de  révolution, 

2**  Les  quatre  plans  menés  par  les  deux  focales  d'un 
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cône  du  second  ordre  et  deux  génératrices  de  ce  cône 
sont  tangents  à  un  même  cône  de  ré\folution. 

Il  en  résulte  les  deux  propositions  suivantes  : 

1*^  Deux  des  sphères  em^eloppées  d'une  girocjclide 
du  quatrième  ordre  coupent  les  deux  sphères  cycliques 
suivant  quatre  circonférences  qui  sont  des  lignes  de 
courbure  d'une  même  digirocjclide, 

2**  Les  quatre  sphères  menées  par  les  deux  circon- 
férences focales  d'une  girocjclide  du  quatrième  ordre 
et  deux  de  ses  lignes  de  courbure  circulaires  sont  in- 
scrites dans  une  même  digirocyclide, 

X.  Si  l'on  considère  le  cercle  transformé  d'une  droite 
quelconque  de  l'espace,  et  qu'on  joigne  le  centre  de  trans- 
lormation  h.  quatre  points  A,  B,  C,  D  pris  sur  cette 
droite,  les  quatre  rayons  vecteurs  déterminent  sur*  la 
(ùrconférence  quatre  points  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  est  égal  au  rapport  (ABCD).  Cela  permet  de  dé- 
duire des  propriétés  des  pôles  et  des  plans  polaires  dans 
les  cônes  du  second  ordre  les  propositions  suivantes  : 

i**  Si  par  un  point  P  de  l'espace  et  par  un  des  points 
singuliers  d'une  girocyclide  du  quatrième  ordre  on  fait 
passer  une  circonférence  quelconque,  elle  coupe  la  giro- 
cyclide en  deux  points,  tels  que  le  conjugué  harmonique 
du  point  P  par  rapport  à  ces  deux  points  se  meut  sur 
une  sphère  qui  passe  par  les  deux  points  singuliers. 

Nous  appellerons  celte  sphère  la  sphère  polaire  du 
point  P. 

2^  Si  un  point  se  meut  sur  une  circonférence  passant 
par  les  deux  points  singuliers,  sa  sphère  polaire  est  fixe. 
jNous  l'appellerons  la  sphère  conjuguée  de  la  circonfé- 
rence, 

3°  Si  Ton  considère  une  circonférence  passant  parh's 
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deux  points  singuliers,  il  existe,  sur  la  sphère  conjuguée, 
une  infinité  de  systèmes  de  deux  circonférences  qui 
passent  aussi  par  les  deux  points  singuliers  et  forment 
avec  la  première  un  système  de  trois  circonférences  con- 
juguées, c'est-à-dire  telles  que  la  sphère  qui  passe  par 
deux  quelconques  d'entre  elles  est  la  sphère  conjuguée 
de  la  troisième. 

4^  Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  il  existe 
trois  circonférences  conjuguées  rectangulaires.  Nous  les 
appellerons  les  circonférences  principales.  Les  sphères 
passant  par  deux  quelconques  d'entre  elles  seront  les 
sphères  principales.  Une  sphère  principale  contient  deux 
circonférences  focales;  toute  sphère  cyclique  passe  par 
une  circonférence  princi]>ale. 

XI.  Nous  appellerons  g'irocj^c/irfe5  homqfocales  deux 
girocycHdes  ayant  même  système  de  circonférences  fo- 
cales. Elles  ont  en  même  temps  un  même  système  de 
circonférences  principales,  et  chacune  de  celles-ci  fait 
des  angles  égaux  avec  deux  des  circonférences  focales. 

Des  propriétés  des  cônes  homofocaux  nous  déduirons 
les  propriétés  suivantes  : 

Par  un  point  de  l'espace  on  ptîut  faire  passer  deux 
girocyclides  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  focales 
deux  circonférences  données  sur  une  même  sphère  ;  ces 
girocyclides  se  coupent  à  angle  droit. 

Si  l'on  imagine  une  circonférence  C  passant  par  le 
point  donné  et  par  les  deux  points  communs  aux  deux 
focales,  ces  deux  girocyclides  couperont  h  angle  droit  les 
deux  sphères  qui  passent  elles-mêmes  par  les  points 
communs  aux  deux  focales  et  font  des  angles  égaux  avec 
les  deux  sphères  menées  par  chacune  des  deux  focales 
et  la  circonférence  C. 

11  faut  encore  remarquer  (jue  tous  les  cônes  qui  tou- 


• 
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clxenl  une  série  de  girocyclides  hoinofocales  en  un  de 
leurs  points  singuliers  communs  sont  cux-oiémes  ko- 
mofocaux. 

Xn.  Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  les 
lignes  de  courbure  de  la  seconde  série  ont  pour  trans- 
formées des  coniques  sphériques.  Comniie,  dans  Télude 
de  ces  courbes,  les  grands  cercles  des  sphères  sur  les- 
quelles elles  sont  tracées  jouent  un  rôle  important,  je 
vais  chercher  à  caractériser  les  courbes  transformées  do 
ces  grands  cercles. 

Si,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  nous 
prenons  pour  axe  des  z  la  ligne  qui  joint  les  deux  points 
singuliers  de  la  girocyclide  et  pour  origine  le  milieu  de 
leur  distance,  Téquation  qui  représentera  Tune  quel- 
conque des  sphères  sur  lesquelles  se  trouvent  les  lignes 
de  courbure  de  seconde  espèce  sera,  d'après  un  théo- 
rème démontré  par  M.  Ami  gués, 

(7)  œ^-hy^-h  z'^—2\z-\-c^—Oy 

c  désignant,  comme  précédemment,  la  demi-distance  des 
deux  points  singuliers. 

La  sphère  correspondant  au  plan  d'un  des  grands 
cercles  de  la  sphère  transformée  aura  pour  équation 

(8)  or' 4- ^'-1-5* — 2hj:  —  2ky  —  cr-^=o. 

Le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  a  pour  équation 
ha:  -h  kv  —  a-g  -»-  c* ^=-  o. 

Ce  plan  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

c* 
X  =  o,  j^  =  o,  -3  =  yî  pour  une  valeur  donnée  de  X,  ce 

point  est  fixe  et  réel  :  c'est  le  conjugué  harmonique  du 
centre  de  la  sphère  (7)  par  rapport  aux  points  singuliers 
de  la  girocyclide.  Ainsi,  les  plans  des  circonférences  qui 
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correspondent  aux  grands  cercles  d'une  sphère  ayant 
pour  centre  le  sommet  du  cône  transformé  passent  par 
un  point  fixe. 

Ce  point  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  c'est  le 
sommet  d'un  cône  du  second  ordre  ayant  pour  direc- 
trice la  ligne  de  courbure  déterminée  par  la  sphère  (7). 
En  effet,  soit  l'équation  de  la  giroeyclîde 

(9)  (^*-»- J* -H  5*-i-  2aoC  -h  2 by  —  c*)*r=  4 Aa^* -h  4B >'=  ; 

si,  dans  cette  équation,  on  remplace  x--+-j^ -h  s*  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7),  il  vient 

(10)  {ax  4-  ^^j  H-  X^  —  c*)'  ■==.  Aa?2 H-  B j-, 

de  sorte  que  par  l'intersection  d<îs  surfaces  (7)  et  (9)  on 
peut  faire  passer  le  cône  rcprcs<înté  par  l'équation  (10)  ; 
sou  sommet  est  bien  au  point  précédemment  défini^  et  sa 
base  est  Tintersection  du  cône  tangent  en  un  quelconque 
des  points  singuliers  avec  le  plan  des  xy.  En  outre,  si 
l'on  considère  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  c),  par 
exemple,  on  voit  facilement  que  la  seconde  courbe 
plane  suivant  laquelle  ce  cône  coupe  le  cône  représenté 
par  l'équation  (10)  est  située  dans  le  plan  représenté 
par  l'équation 

Ce  plan  passe  par  une  droite  fixe  située  dans  le  plan 
des  xj  et  dont  l'équation  est 

ax  -^  by  —  c^^=^o\ 

c'est  la  corde  des  contacts  des  droites  menées  par  l'ori- 
gine, parallèlement  aux  asymptotes  de  la  conique  lieu 
des  centres  des  sphères  enveloppées,  avec  la  conique 

{ax  -^  by  —  6'-)-=:  Ao:'^  f-  Bj', 

qui  est  la  base  commune  au  cône  tajigent  et  au  cône  [\o\. 
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En  résumé  :  Les  plans  des  cercles  transformés  des 
grands  cercles  des  sphères  concentriques  au  cône  trans- 
formé passent  par  un  point  qui  est  le  même  pour  une 
même  sphère.  Nous  appellerons  ces  cercles  les  cycles  de 
la  sphère  (7). 

2®  Toute  ligne  de  courbure  de  la  seconde  espèce  est 
sur  un  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  le 
point  commun  aux  plans  des  cycles  correspondants. 

Xin.  Les  circonférences  focales  de  \^  girocyclide 
coupent  la  sphère  (7)  en  deux  points  que  nous  nomme- 
rons \es foyers  de  la  ligne  de  courbure  correspondante. 

Des  propriétés  angulaires  des  coniques  sphériques, 
on  déduit  les  propriétés  suivantes  : 

Si  par  un  point  P,  pris  sur  la  sphère  (7),  on  mène  deux 
arcs  de  cycle  tangents  à  la  ligne  de  courbure  correspon- 
dante, et  qu'on  joigne  ce  point  aux  foyers  par  des  arcs 
de  cycle,  ces  deux  derniers  arcs  sont  ('gaiement  inclinés 
sur  les  deux  premiers. 

En  particulier,  les  deux  arcs  de  cycle  vecteurs  d'un 
point  de  la  ligne  de  courbure  sont  également  inclinés 
sur  l'arc  de  cycle  tangent  en  ce  point. 

Si  l'on  joint  l'un  des  foyers  aux  points  de  contact  par 
des  arcs  de  cycle,  ces  deux  arcs  sont  également  inclinés 
sur  celui  qui  joint  ce  foyer  au  point  P. 

Si  l'on  imagine  deux  cycles  tangents  fixes  et  un  arc  de 
cycle  tangent  mobile,  et  qu'on  joigne  les  points  d'inter- 
section de  cet  arc  avec  les  deux  arcs  fixes  à  l'un  des 
foyers  par  des  arcs  de  cycle,  ceux-ci  forment  entre  eux 
un  angle  constant. 

La  sphère  conjuguée  d'une  des  circonférences  focales 
coupe  la  sphère  (7)  suivant  un  cycle  que  nous  appel- 
lerons le  cycle  directeur  de  la  conique,  et  qui  jouit  des 
propriétés  suivantes  : 
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Si  d'un  point  P,  pris  sur  le  cycle  directeur  d'une  ligne 
de  courbure  de  seconde  espèce,  on  lui  mène  des  cycles 
tangents,  le  cycle  qui  joint  les  points  de  contact  passe 
par  les  foyers  et  est  perpendiculaire  à  celui  qui  joint  ce 
foyer  au  point  P. 

XIV.  Enfin,'ce  qui  précède  permet  d'écrire,  dans  le 
cas  où  la  surface  qu'on  étudie  est  une  digirocyclide,  l'é- 
quation qui  représente  les  plans  des  deux  lignes  de  cour- 
bure circulaires  suivant  lesquelles  la  sphère  (7)  coupe 
la  surface. 

En  effet,  dans  ce  cas,  l'équation  (10)  s'écrit 

{by-hlz  —  c*)*  —  Air*-h  Bj». 

Par  l'intersection  de  cette  surface  avec  la  sphère  (7), 
on  peut  faire  passer  la  surface  représentée  par  l'équation 
suivante  : 

^"^       I        -+-(A-B)j2  4-A-3^— 2AX5  4-Ac«=:o, 

et  l'on  reconnaît  aisément  :  i**  que  le  discriminant  de 
cette  équation  devient  nul  quand  on  tient  compte  de  la 
relation 

^^c»— (c2-i-A)(^«— Bh-A); 

a**  que,  dans  ce  cas,  les  deux  plans  représentés  par 
l'équation  (11)  coupent  le  plan  des  xj  suivant  une 
même  droite,  dont  la  position  ne  dépend  pas  de  \, 
Comme  la  sphère  (7)  coupe  le  plan  des  xj  suivant 
le  cercle  fixe  (réel  ou  imaginaire)  x^-j-y^-f- c^=  o, 
on  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  de  la  seconde 
série  sont  circulaires  et  passent  par  deux  points  fixes. 
Cela  concorde  avec  les  résultats  Irouvés  par  M.  Amigues. 


(  444  ) 


SUR  LE  KOMBRE  DES   POINTS  MULTIPLES  D  UKE  COURBE 
ALGÉBRIQUE  ET  LES  COURBES  UNIGURSALES, 

Par  m.  E.  PELLET. 


1 .  Soient  m  le  degré  d'une  courbe  algébrique  (  A  ),  non 
déconiposable  en  courbes  de  degré  inférieur,  p/le  nombre 
de  ses  points  multiples  d'ordre  i-,  pi=  o  si  i  est  supé- 
rieur h  m  —  I .  K  étant  le  nombre  des  points  multiples, 
on  a 

i-m    1 

i—s 

Posons  en  outre 

i-m—l 
I-S 

Soit  n  un  nombre  entier  tel  que  ~^^ -ilK  :  les  K 

points    multiples    et    — ^^ K  autres  points  pris 

sur  la  courbe  définissent  une  courbe  de  degré  /i,   qui  a 
avec  (A) 

2 

points  communs^  comme  (A)  est  indécomposable,  on  a 
mn  ç  —^ h  M  —  K, 

2 

d'où 
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2.  Maxima  des  nombres  M,  K  et  pi,  —    L'expres- 
sion 

n  (9.m.  —  n  —  3  ) 

2 

acquiert  sa  valeur  maximum  pour 

2m  —  3 
,1— , 

2 

et  cette  valeur  maximum  est 

(2/»  — 3)^   _  /^(m  —  i)  (m  — •  2)  -j-  I 
"   8  """  '■      8 

11 1  ir     ^  •  •  (  ''^  —  I  )  (  '^î  —  2) 

M  —  K  étant  entier,  son  maximum  est : 

'  2  ' 

comme  M  est  au  moins  égal  à  2Ky  on  voit  que 
(  m  —  i)(m  —  2)  y  ^ 

2 

On  a 

2 

Remplaçant  chacun  des  termes  du  premier  membre 
par  sa  valeur  maximum,  il  vient 

(//î  —  i)  (/n  —  2)^  M. 

Pour  avoir  le  maximum  de  /;,•,  observons  que 


M  — Knz 


Donc 


2 

Dans  le  premier  membre,  n  est  un  nombre  entier  tel 
que 

n  (n  -h3)v, 
■     ^ ^-Pi 
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on 

n  ( /i  4-  3)  v^  n(2m  —  n  —  ^) 
2  "  2(/— i) 

d'où. l'on  tire 

>.  2  m  —  3  f 


Ainsi,  il  faudra  remplacer  n  par  le  plus  petit  nombre 

,  2  //*  —  Si 
entier  supérieur  a : 

Soit  1  =  2;  —. 3  est  alors  égal  à  m  —  3  ;  il  faut 

donner  à  n  la  valeur  m  —  2,  ce  qui  donne  pour  maximum 
du  nombre  des  points  doubles 

Si  i  était  supérieur  k—y  pi  serait  au  plus  égal  à  i . 


3.  INous  allons  en  outre  établir  une  relation  entre 
M  et  K,  qui  nous  sera  utile.  Soit  n  un  nombre  tel  que 

<[*^5   posons,  pour  abréger,  =  jjl. 

Par  |JL  des  points  multiples  on  peut  faire  passer  une 
courbe  de  degré  n  ;  si  Ton  désigne  par  t,  ï\  , . . . ,  i,»_,  les 
degrés  de  multiplicité  de  ces  points,  on  a 

mn>  i-h  il  -f-  . , .  -h  /^_,, 

et  le  nombre  des  inégalités  qu'on  obtient  ainsi  est  égal 
au  nombre  de  combinaisons  de  K  objets  [x  à  |jl,  c'est- 
à-dire 

K(K  — i)...(K--{x4-i) 
1.2. ..{1 

La  somme  des  seconds  membres  de  ces  inégalités  con- 
tient le  même  nombre  de  fois  chacun  des  nombres 
iy  i|,.  .  .,if_i,  et  ce  nombre  est  égal  à  celui  des  combi- 
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naisons  complètes  de  A  —  i  objets  pris  ix  —  i   à  jx  —  r , 
soît 

(K  — i)...(K  — .g-f-l) 
I  .  2  ...(•/.  —  I  ) 

Ainsi 

K(K  — i)...(K  — !JL-hr)            (K  — i...(K  — jjLH-iK, 
mn  < 4 M, 

I  .  2  .  .  .  |X  -  I  .  2  .  .  .  (  «JL  —  I  ) 

i.r»                        t                         n  (n  -j-  3) 
ou,  en  simplihant  et  remplaçant  (jl  par  — ^^ ? 

2/wK  ^  ,, 

/i  4-  3 

Dans    cette    inégalité,    n   est    un    nombre    tel  que 

n(n-h3)       ^        ,,  .  .      •   '         .       '  Il 
<C.  ^?  G^  *  on  constate  aisément  qu  elle  a  encore 

,.        .  /i  (n  -1-3)       ^ 
lieu  si  — ^ =1=  K. 


4.  Supposons  actuellen^ent  que  n  soit  un  nombre  en- 
tier tel  que ^^  K;  les  K  points  multiples  de  la 

courbe  (A)  et K  —  i  autres  poijits  pris  sur 

cette  courbe  déterminent  un  faisceau  de  courbes  de 
degré  /i,  dont  Téquation  générale  contient  un  paramètre 
variable  au  premier  degré,  et  qui  ont  chacune  avec  (A) 


points  communs,  savoir  [les  K  points,  multiples  qui 
comptent  pour  M  et  les  — ^ K  —  i  ponits  sim- 
ples choisis  sur  la  courbe.  Chaque  courbe  du  faisceau 
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rencontre  donc  (A)  en 

n{n-¥-3)       -,       -- 
mn ^^ h  K  —  M  -h  I 

2 
■:=i  --^ h  K  —  M  -h  I 


points  seulement,  variables  avec  le  paramètre  qui  définit 
la  courbe.  Si  ce  nombre  se  réduit  à  l'unité,  les  points 
de  la  courbe  (A)  se  déterminent  individuellement,  et 
elle  appartient  au  genre  de  courbes  appelées  unicursales 
par  M.  Cayley.  Ainsi,  n  étant  le  plus  petit  nombre  tel 

que  — '—  >  K,  la  courbe  (  A)  est  unicursale  si  Ton  a 

n(9.m  —  n  —  ?*)       „       __ 
(i)  — ^ hK— M  — o. 

Ce  caractère  est  plus  simple  que  celui  donné  par 
M.  Chasles  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  t.  LXIl,  p.  i354)*  Lorsqu'on  aura 
reconnu  qu'une  courbe  satisfait  à  la  condition  exprimée 
par  l'équation  (i),  on  pourra  exprimer  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points  en  fonction  rationnelle  d'une  variable 
par  la  méthode  exposée  par  M.  Hermite  dans  son  Cours 
d^ Analyse  de  l* Ecole  Polytechnique,  p.  23 a. 

5.  On  reconnaît  aisément  que  les  courbes  d'ordre  m 
qui  ont  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i  satisfont  à 
l'équation  (i).  Il  en  est  de  même  de   celles   qui  ont 

— —  points  doubles.  Il  faut  alors  prendre  n 

égala  m —  a;  M=  (m  —  i)  (''* —  ^)î  ^^  l'équation  (i; 
est  satisfaite.  Mais  on  peut  chercher,  pour  une  valeur 
donnée  de  K,  quelles  sont  les  courbes  satisfaisant  a  l'é- 
quation (  I  ).  On  ne  peut  en  trouver  si 
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Tij  étant  entier.  En  effet,  il  faut  faire  tî  =  /ii  ■+■  i ,  et  ïé- 
quation  (  i  )  devient 

(/ij  -hi)  (^.m  — n,—  f\)        Hi  (n,  -4-  3) 


2  2 

OU 

m/ii  -f-  m  —  2  —  «1  —  M  m  o. 


M=o 


Or,  d'après  le  n°  3,  M<mni  et  Wi  est  inférieur  à 
m  —  2. 

Les  plus  petites  valeurs  qu'on  peut  donner  à  K  après  i 
sont  donc  3  et  4-  Alors  il  faut  prendre  «  =  a,  et  Té- 
quation  (i)  devient 

2  m  —  2  —  M  =z  o, 

dans  le  cas  où  K  =  3.  Comme  M  est  au  plus  égal  à 

fi  m 

-7—  d'après    le   n^   3,    il    sera  impossible  de   satisfaire 

à  cette  équation  si 

6  m  , 

2  m — 2  >  — 7-    ou     m>-4« 
4 

Pour  K  =  4î  Téquation  (i)  devient 

2/W  —  I  —  M  =10, 

et  Ton  reconnaît  qu'elle  est  satisfaite  si  /w  =  2  [jl  -+-  i ,  en 
supposant  que  la  courbe  ait  trois  points  multiples  de  degré 
jx,  et  un  point  multiple  de  degré  [jl  -+-  i  ;  et  si  w  =  2  [jl,  en 
supposant  qu'elle  ait  trois  points  multiples  de  degré  ;jl,  et 
un  de  degré  [x  —  1 . 

6.  Soient  a,  b^  e,  d  les  quatre  points  multiples 
donnés  :  a  =  o,  p  =  o,  y  =  o,  0  =  o  les  équations  des 
droites  ai,  Ac,  crf,  da.  Posons,  pour  abréger, 

S  —  «Y»  Si  =  ?^- 
L'équation 

AS5*-i>BSiS«*-»  ...  4-KSî-»S-hLSfz=o, 
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OÙ  A,  B. . . ,  K,  L  sont  des  bînôaics  du  premier  degré  et 
homogènes  en  a  et  3,  de  la  forme  m  a  -h  /i 8,  m  et  /tétant 
des  constantes,  représente  unecourbe  de  degré  2  [jl  -h  i, 
pour  laquelle  a  est  un  point  multiple  de  degré  [jl-H  i 
et  i,  c,  rf  des  points  multiples  de  degré  [x.  Elle  ren- 
ferme 2  (JL  -h  I  constantes  arbitraires. 

Soit  s  =  0  Téquation  de  la  droite  bd-^  Téquation 

As»'-»  H-BSiSî'-'-h  ...  -f-Ks»;-*,S-hLSî-*=:o, 

où  A,  6, . . . ,  Ky  L  sont  des  trinômes  de  la  forme 

/wae  -h  neo  -h/>8a, 

m,  71  et  p  étant  des  constantes,  représente  une  courbe  de 
degré  a  [Ji,  pour  laquelle  a^  b^  d  sont  des  points  mul- 
tiples de  degré  |ji,  et  c  un  point  multiple  de  degré  p.  —  r. 
Elle  contient  3[x  —  i  constantes  arbitraires. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  ces 
courbes  en  fonction  rationnelle  d'une  variable  0,  on 
cherchera,  conformément  au  n^  5,  leur  intersection  avec 
la  conique 

S  — esiizio. 

Pour  les  courbes  du  second  genre,  par  exemple,  le 
point  d'intersection  variable  avec  9  sera  sur  la  conique 

AÔJ*-* -f- Bei'-*  4-. .  .4- KO -h  L  =  o, 

dontTéquation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

,  ,  ci,      Ul      G 

(1)  T"^r"^"T  =  ^' 

Jio,  ill»,  G  étant  des  polynômes  du  degré  [x  —  i  en  0. 

Or,  Y  et  p  peuvent  s'exprimer  en  fonction  homogène 
de  a,  6,  e  ;  substituant  dans  l'équation 

S— fj,S,  —  o, 


(45.  ) 
celle-ci  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

,    ,                              X'      ift,'      G' 
(2)  1 h-^=io, 

a  £  0 

X\  ift)',  S'  étant  du  premier  degré  en  B.  Les  équations 
(  I  )  et  (  2  )  déterminent  les  rapports 

0     a 

£         £ 

par  exemple,  en  fonction  rationnelle  de  6.  On  aurait  un 
calcul  semblable  pour  les  courbes  du  premier  genre. 

7.  Dans  le  cas  général,  la  courbe  auxiliaire  de  degré  ai, 
considérée  au  n°  4,  qui  passe  par  les  K  points  multiples 
de  la  courbe  (A)  et 


autres  points  choisis  sur  cette  courbe,  et  dont  l'équation 
contient  un  paramètre  arbitraire  8  au  premier  degré, 
coupe  la  courbe  (A)  en 

points,  variables  avec  le  paramètre  0.  Les  coordonnées 
de  ces  V  points  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  6  et  des  racines  d'une  équation  de  degré  v, 
dont  les  coefBcients  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  8.  Dans  le  cas  particulier  où  v  =  2,  c'est- 
à-dire  où 

(2)  ■— ^ ^-hK  — M  — i=;o, 

2 

les  coordonnées  d'un  poinl  de  la  courbe  (A)  s'expri- 
ment rationnellement  en  fonction  de  8  et  de  la  racine 


(   15?.   ) 
carrée  d'un  polynôme  en  0.  L'équalion  (  2  )  est  vérifiée 

lorsque   la   courbe   (A)   possède 2 

points  doubles,  deux  de  moins  que  le  nombre  maximum. 
En  eQet,  dans  ce  cas,  il  faut  prendre  n  =  m  —  3; 
M  =  (//i  —  ^)[^  —  ^)  —  4>  ^^  l'équation  (a)  est  véritiée. 
Pour  K=:4,  elle  est  vérifiée  en  supposant,  si 
77Z  =  a  [Ji  4- 1 ,  que  la  courbe  ait  quatre  points  multiples 
de  degré  [x,  et,  si  m=  2[jl,  en  supposant  qu'elle  ail  deux 
points  multiples  de  degré  (jl  et  deux  autres  de  degré  [x  —  i, 

8.  En  conservant  les  mêmes  notations  qu'au  n®  6,  Té- 
quatiou  générale  des  courbes  du  premier  genre  est 

As»* -f-B S, §«*-*>+-  ...  4-KSJ;-*g4-4Sî  =  o, 

A,  B, . .  .  ,K,  étant  des  polynômes  du  premier  degré  et  ho- 
mogènes en  a,  p,  y;  elle  contient  3  [jl  -f-  2  constantes  ar- 
bitraires. 

L'équation  générale  des  courbes  du  second  genre  est 

A  S.*-*  -'r  BSi  S»*-*  4-  ...  4-  Ksj;  *S  4-  LS';-»  =:  o, 

A,  B,  . . . ,  L  étant  des  polynômes  du  second  degré,  de  la 

forme 

ma'4-«a£H-/?Ê04-^oa=:o, 

en  supposant  que  ael  b  soient  les  deux  points  multiples 
de  degré  [jl^  m,n,f?,q  sont  des  constantes  arbitraires. 
Si  l'on  considère  une  courbe  du  premîergenre,  elle  coupe 

la  conique 

S— 6Si=zio 

on  deux  points  seulement  variables  avec  6^  ces  points 
sont  situés  sur  la  droite 

Ae^^H-Be»*-»  4-  .  ..-1-K0  4-L  =  o. 

Leurs  coordonnées  s'expriment  donc  rationnellement 


(  453  ) 
en  fonction  de  0  et  de  la  racine  carrée  d*un  polynôme 
entier  en  0. 

Une  courbe  du  second  genre  coupe  la  conique 

S  — eSiir:o 

en  deux  points  également  variables  avec  0.  Ces  points 
sont  situés  sur  la  conique 

Ae»*-*  -h  Be»*-«H- . . .  -h  Ke  -h  L  =  o, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ma'  -h  Nas  -f-  Peo  -hQoa  — o, 

M,  N,  P,  Q  étant  des  polynômes  du  degré  [jl  —  i  en  0. 
Or  S  —  Os,  peut  se  mettre  sous  la  forme  (n*^  6) 

aV,eo -h 'll\)'oa -h  s^'as  =  o. 

Les  deux  coniques  représentées  par  les  équations  pré- 
cédentes se  coupent  évidemment  en  deux  points  va- 
riables avec  0,  qui  sont  situés  sur  la  droite 

MX'oi  -h  (N.V  —  C'P)  6  4-  (Q.V  —  aft,'P)o  =:  o. 


SOLUTION  D^UNE  QUESTION  PROPOSÉE  PAR  II.  CATALAN; 

Par  m.  p.  BARBARIN, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 


Une  cycloïde  reste  constamment  tangente  à  deux 
droites  fixes  0.r ,  0/  :  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle 
qui  passe  par  le  point  O  et  les  dei^  points  de  contact 

M,  N. 

Soit,  dans  une  de  ses  positions,  EF  la  base  de  la  cy- 
cloïde et  soient  M,  N  les  deux  points  de  contact.  Consîdé- 


(  434  ) 
rons  les  deux  positions  du  cercle  générateur  qui  donnent 
ces  points  M,  N. 


Les  deux  cercles  ainsi  tracés  touchent  la  droite  EF  en 
C,  D  et  coupent  Ox,  Oj  eu  A,  B. 

La  droite  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD. 

L'angle  CAx  a  pour  mesure 

MC       CE 

arc =:  — 

a  a 

dans  le  cercle  générateur. 

L'angle  DBO  a  pour  mesure 

NBD       DE 


La  différence  de  ces  deux  angles,  c'est-à-dire  le  supplé- 
ment de  xOj,  a  donc  pour  mesure  dans  le  cercle  généra- 

,    ,  ,  CD       AB 
teur  un  arc  égal  a  —  = 

Donc,  AB  est  une  longueur  constante  et,  si  l'on  désigne 


(  i>'  ) 

par  0  l'angle  xOy^  on  a 

AB  — 2a(7:  — 6), 

a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur. 

Cela  posé,  menons  MH  et  AK  perpendiculaires  à  Ox^ 
NH  et  BK  perpendiculaires  à  Oy. 

Tirons  les  droites  OH,  OK  et  prenons  leurs  mi- 
lieux P,  I. 

P  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMN  5 
c'est  le  point  dont  nous  cherchons  le  lieu-,  I  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au*  triangle  OAB5  comme  on  sait, 
ce  point  I  décrit  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon 

n=   : — r • 

sin  6 
Tirons  HK,  qui  est  égal  et  parallèle  à  AC=  2»,  PI 
parallèle  à  HK  et  égal  à  sa  moitié,  par  conséquent  à  a. 

Si  nous  désignons  par  a  T  angle  variable  OAB,  nous 
aurons  facilement 


KUi"=:-  — (0  — a), 


PIK 


:6ANÏ-^0^rz=^~a-(^  _e^a)=e-: 


Soit  OX  la  bissectrice  de  Tangle  j^^Oa:;  menons  la  per- 
pendiculaire OY;  la  droite  IP  prolongée  coupe  OX  au 
point  L.  Or, 

ou 

ï:0k  =  ^-*-('^-6  +  a)  =  *-a=lLÎKi 

2  2  \a  /  2  2 

donc  le  triangle  OIL  est  isoscèle  et  IL  =  01  =  R.  11  en 
résulte  que  PI  prolongée  coupe  OY  en  un  point  T,  tel 
que 

TI  in:  IL  =:  R. 


(  /i56  ) 
Donc  le  lieu  du  point  P  est  celui  d'un  point  d'une 
droite  de  longueur  constante  TL=  aR,  glissant  entre 


deux  droites  rectangulaires  OX,  OY,  qui  sont  Ie§  bissec- 
trices de  l'angle  des  droites  données  O x,  O  j^.  Ce  lieu  est 
une  ellipse  dont  les  axes  R-f-«et  R  — a  sont  dirigés, 
respectivement,  suivant  OX  et  OY. 


NOTE  SUR  LE  SYSTÈME  ARTICULÉ  DU  COLONEL  PEAICELLIER; 

Par   m.    Maurice   D'OGAGNE, 
Élève  de  l'École  Polytechnique. 


Je  me  propose  de  déterminer  les  rapports  des  vitesses 
des  divers  mouvements  à  considérer  dans  cet  appareil, 
à  savoir  :  rotations  de  OA  et  OC  autour  de  O  -,  rotation 
de  O'D  autour  de  O';  translation  de  B. 

Le  point  A  décrivant  la  circonférence  de  rayon  OA,  et 
le  point  B  une  perpendiculaire  à  la  droite  OO',  j*ai  le 
centre  instantané  de  rotation  Ide  la  droite  AB  en  tirant 
la  droite  BI  parallèle  à  OO'et  prenant  souipoint  de  ren- 
contre avec  OA.  Donc,  si  t^  (  A)  et  i^  (B)  sont  les  vitesses 
des  points  A  et  B  à  Tinstant  considéré,  on  a 


(«) 


m 

AI 


OK 
OA' 


(    45;    ) 

Or,  û  étant  la 

vitesse  angulaire  autour  du  point  O 

au  même  instant, 
Par  suite, 

^'(A)=z:Û.OA. 

(•(B)       OK 
12. OA  ~"  OA 

ou 

(2) 

^'(^>~OK. 

Maintenant,  le  point  D  décrivant  la  circonférence  de 
rayon  CVD,  j'ai  le  centre  instantané  de  rotation  H  de  la 


A  ^'- 


droite  AD  en  prenant  le  point  de  rencontre  des  droites 
OA  et  O'D.  On  a 

ro,  ^-(A)  _  HA 

Multiplions  (i)  et  (3)  membre  à  membre 5  il  vient 

r(B)  _HA.OK 
i'(D)  "■  HD.OA' 

Tirons  OM  parallèlement  à  AD  : 

HA       OA 

110  "  dm' 


(   158) 
Or,  les  triangles  ODM  cl  ODïN  éianl  égaux. 


Donc 


et 


DMrziON. 

HA       OA 
ilD  ""  ON 


r(B)       OA.OK       OK 
r(b)  ""ÔN.OA"  ON' 

Mais,  si  w  est  la  vitesse  autour  deO'  à  l'instant  con- 
sidéré, 

r(D)r=ai.O'D, 


et  Tégalité 

précédente  devient 

ou 

r(B) 
bt.O'D 

«'(B)  ^ 

OK 
~  ON' 

OK.O'D 
,ON 

Tirons  BP 

parallèlement  à 

cyo: 

Par  suite, 

OK.O'D 
^^-      ON      • 

(4) 

'•(B) 

=  BP. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  vitesse  angulaire  û' 
de  OC  autour  de  O,  prise  toujours  au  môme  instant. 

Le  point  de  rencontre  V  de  BI  et  de  OC  donne  le 
centre  instantané  de  rotation  de  la  droite  BC.  Donc 

<^(B)_ 

ou 

u'.OC 


BI' 

OK' 

Cl' 

-OC 

,  = 

OK' 
OC' 

d'où 

(5) 


(  459  ) 


•^'=0K.. 


Réunissant  les  égalités  (2),  (4)  et  (  5),  nous  voyons 

que 

r(B)=L(o.BP  =  û.OK  =  i2'.OK'. 


SOLUTIONS  DE  QUBLOUBS  QUESTIONS  POSÉES  AUX  ElfAHBNS 
D ADMISSION  A  L'ÉGOLE  POLYTECHNIQUE; 

Par  m.  l'abbé  A.  GEXEIX-MVRTIN. 


I.  Equation  générale  des  hyperboles  ayant  un  point 
donné  pour  foyer ^  et  telles  qu'un  des  sommets  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  soit  en  un  point  donné. 

Prenons  le  foyer  fixe  F  pour  pôle,  le  point  fixe  E  étant 


le  sommet  du  rectangle  construit  sur  les  axes,  prenons  FE 


(  46o  ) 
pour  axe  polaire.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la 

forme 

a?*-H  j*=  £'(^cosa)  -hj^sînu)  —  d)-. 

Il  faut  déterminer  e  et  rf. 

Nous  savons  qu'on  obtient  le  foyer  en  décrivant  de  0 
comme  centre  un  arc  de  rayon  OE  ;  donc  le  triangle  EOF 
est  isoscèle  :  la  directrice  est  IDIV,  on  sait  la  construire. 

On  à 

Soit 


EF  =  /, 

on  a 

/=accosc» 

r 

d'où 

/ 

3  COSbi 

On  a  aussi 

IF=:  ô  =  /sin(o;     OI  =  a  =  —  ccosao) 

-  — 

/C0S2W 
2  COS(i> 

d'où 

.-''—            '            vvt  —  d  — 

c 

/ 

sîn' 

a                003  2  03 

<i)  COSU). 

L'équation  générale  demandée  est  donc 


d?*H-  r*=i  — z — (jrcoso)  -\-  ysino)  —  2/sin*(ï)  cosw)*. 

^  C0S*2(i3  ^ 


II.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  ayant 
un  centre  fixe  O,  et  passant  par  un  point  fixe  A. 

Prenons  OA  pour  axe  des  a:,  et  une  perpendiculaire 
en  O  à  OA  pour  axe  des  7;  posons  OA  =  a.  Soit  (a,  ^) 


(  4(ii  ) 
uu  foyer.  L'équaiion  des  hyperboles  considérées  est  de 
la  forme 

{x  —  a)' 4-  {y  —  ?)*=  2(j?cos(«)  -H  rsinw  —  rf)*. 

Elle  renferme  deux  paramètres  arbitraires  co  et  d. 


L'origine  étant  au  centre,  les  coefficients  des  termes 
du  premier  degré  doivent  être  nuls,  ce  qui  donne 


(0 
doii 


a  =:  2t/cos(i3,     p  1=  2<isina), 


a«+?«=4^,      d^^^^^^y 


COSO)  =: 


Exprimons  que  la  courbe  passe  par  le  point  Â 

{œ=za,    j  =  o), 

#il  vient,  en  tenant  compte  de  la  première  des  rela- 
tions (i), 

a' -4- a* 4-  p-=2(a*cos*to  -{-d^). 

Remplaçons  dans  cette  relation  cosu)  et  d  par  les  valeurs 
que  nous  venons  de  trouver,  il  vient  pour  Téquation  du 
lieu 

(a«+  p«)«—  2a*(a*—  P*)  =  o. 

C'est  l'équation  d'une  lemniscate  qui  a  pour  foyers  le 


(  4<v.  ) 

point  A  et  son  symétrique  par  rapport  â  Toriginc.  Le 
point  double  est  O. 

ni.  Lieu  des  foyers  des  ellipses  ayant  un  sommet 
donné  à  une  extrémité  du  petit  axe,  et  une  tangente 
donnée  à  l'extrémité  de  l'un  des  diamètres  conjugués 
égaux. 

IT,  tangente  fixe  k  rextrémîté  de  Tun  des  diamètres 
conjugués  égaux  ^  B,  sommet  fixe  sur  Taxe  non  focal. 
Il  est  facile  de  démontrer  que  la  tangente  IT  est  pa- 
rallèle à  la  droite  ÂB,  qui  joint  les  extrémités  des  axes 
de  l'ellipse  considérée  parmi  celles  qui  satisfont  à  la 
question. 

On  démontre  aussi  facilement  que  Tordonnée  à  Tori- 

gioe  OT  de  cette  tangente  est  égale  à  OB  y/a  ou  i  y/â. 

Soient  OL  la  distance  ducentre  à  la  droite  BA,  et  BL' 
la  distance  de  B  à  la  tangente  IT,  on  a 

OL      OB  OB  b  I 


,    BL'^BT-OÏ-OB-z.(v2-i)""v^-i 
d'où 

0L=-^. 


\2  —  I 


Ainsi,  étant  donnés  le  sommet  fixe  B  et  la  tangente 

fixe  IT]  8  étant  la  distance  BU  de  B  à  IT,  le  centre  de* 

Tellipse  est  sur  une  parallèle  à  IT,  distante  de  B  de  la 

S 
quantité  -= >  et  par  suite  distante  de  IT  de  la  quan- 

\f2  —  I 

tité  ô  -« —      ^ 


\'2  —i       y'2  —  I 
Soit  F  le  foyer  dans  la  position  considérée  de  Tel- 
lipse,  on  a  BF  =  OA.  Nous  allons  chercher  le  lieu  des 
foyers. 


(  4(>3  ) 
Prenons  BA  pouraxe  des  x^  et  une  perpendiculaire  en  B 

pour  axe  desj^.  Prenons  BP  =  S  (  — r.- |  ;  par  le  point  P 


menons  une  parallèle  à  Taxe  des  X'^  elle  passe  par  le 
centre  O.  Soit  j^  =  ^  Tëquation  de  la  droite  PO. 

Menons  de  l*origine  la  droite  BO  {y  =  mx)]  les  coor- 
données du  point  O  sontj)'  =  p,  j?  =  — .  L'équation  de 
la  droite  OF,  perpendiculaire  à  OB,  est 

/n^{y  —  ?)  -+■  f^-^  —  p  =  o. 

L'abscisse  du  point  A  où  elle  rencontre  Taxe  des  x 


est  J7  = 


(m'-hi)? 


m 


Donc 


Puisque  BF  =  OA,   décrivons   de  Torigine   comme 
centre  le  cercle  de  rayon  ^  y/i  -+-  m^.  Son  équation  est 


(1) 


^»-4-r'=r?2(l-h/W«). 


(  /M  ) 

Les  foyers  sont,  à  l'intersection  de  ce  cercle  et  de  la 

droite  OA, 

(2)  ^^{y — ^)  ^  mx — pz=o. 

Nous  obtiendrons  le  lieu  cherché  en  éliminant  m  entre 

(«)  et  (:._). 

On  sait  que  Télimination  de  Z  entre  les  deux  équa- 
tions 

aZ»  4-  6Z  -4-  c  =  o,     a'Z*  -+-  6' Z  -h  c' =  o 

donne  pour  résultat 

{ac'—  ca'y—(ab'—  ba')  (bc'—  cb'). 

Appliquons  aux  équations  (i)  et  (2)  du  second  degré 
en  w,  il  vient 

En  développant,  réduisant  et  supprimant  le  facteur 
(x^H-j^),  on  trouve  pour  Téquationdu  lieu 

(^'-H7'-P')7(7-2p)-f-?^=o. 

Cette  courbe  a  deux  asymptotes,  Taxe  des  x  et  une 
parallèle  à  Taxe  des  a:,  dont  Téquation  estj^  =  ap.  Du 
reste,  la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  ces  deux 
asymptotes,  car  il  est  facile  de  vérifier  qu'elle  ne  les  ren- 
contre pas  à  distance  finie. 

GOXCOIRS  D'ADMISSION  A  l/ÉCOLE  GEKTRALB  EN  1880 
(DEUXIÈUE  SESSION)*, 

Par  m.  a.  GHAMBEAU, 

Élève  du  pensionnat  Notre-Dame  du  Sacré-Cœur. 


1°  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant 
par  deux  points  donnés j  A  et  B,  et  dont  les  diamètres 
ont  une  direction  donnée, 

2°  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet 
et  du  foyer  de  ces  paraboles. 


(  4<3-i  ) 
3"  On  mène  à  cliaque  parabole  une  tangente  per- 
pendiculaire  à  la  droite  AB,  trouver  le  lieu  des  points 
de  contact  et  construire  ce  lieu, 

NoTATioKS.  —  AB  étant  prise  pour  axe  desy^  et  une 
perpendiculaire  pour  axe  des  x^  on  fera  AB  =  2  a,  en 
appelant  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  des 
diamètres  des  paraboles  considérées. 

Je  prends  le  milieu  de  AB  pour  origine. 
L'équation  générale  des  paraboles  ayant  m  pour  coef- 
ficient angulaire  de  la  direction  de  leurs  diamètres  est 

{y —  mj?)'H-  aXj7  -4-  2[xjk  -f- v  — .^  o. 

L'équation 

y  —  ma;  =  o 

représente  le  diamètre  mené  par  l'origine,  et 

2\œ  H-  2  |x r  -H  V  =rz  o 

est  l'équation  de  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  dia- 
mètre. 

Ces  paraboles  devant  passer  par  les  points  A  et  B, 
dont  les  coordonnées  sont  (o,  a)  et  (o,  — a),  on  a  les 
équations  de  condition 

a*-i- 2  jjL<3t  H- V  —  o,     a' — 2|xa-4-v  =  o, 
d'où 

|x  z=:  o     et     V  zn  —  a^  ; 

donc  :  i*"  l'équation  générale  demandée  est 

(i)  {y—mxy-i'^Xx — a*r=:o; 

2°  l'équation  (i)  peut  s'écrire  identiquement 

(/  —  mx  -h  II)*—  '^h{y — mx)  -f-  2\x —  a*  — A' =10, 

ou 

(j—  mx  -\-hY-\-2{\  -f-  mh)x  —  ihy  —  a^—  h^  =^0, 

y4/tn.  de   yfnthémat.,  i*  série,  l.  XX.  (Octobre  i«8i.)  3o 


(   4«<i  ) 

L*équation 

y  —  mx  -h  A  n::  o 

représente  un  diamètre  quelconque,  et 

2 (X  -h  mh)x  —  2hy  —  a*  —  A* 7=  o , 

la  tangente  à  rextrémité  de  ce  diamètre. 

En  exprimant  que  ces  droites  sont  perpendiculaires, 
on  aura  les  équations  de  Taxe  et  de  la  tangente  au  som- 
met. 

La  condition  est 

/\-hm/i\  ,,   .      ,  ml 

m  (  ; )  -f-  I  =r  O  ,       (1  ou       /l  rzz . 

\      h       /  /«*-!- 1 

Il  s'ensuit  que  l'équatîon  de  Taxe  est 

m  k 
y  —  inx  ■ 


/H'  H-  I 

et  celle  de  la  tangente  au  sommet 

07  -h  /?ir ; ; ^-  o. 

De  ces  deux  équations,  on  tire 

et 

^  "  ?.X(m*-h!)* 

Ces  valeurs  de  x  et  j^  sont  les  coordonnées  du  sommet 
des  paraboles. 

Le  foyer  sera  déterminé  par  l'intersection  de  Taxe  et 
de  la  droite  représentée  par  Péquatîon 

a*(/n2  4-i)''-H(/n»— i)X* 
ûc  -h  my .  ;    ,  ,     , —  o. 


(4ti7) 
(f'oir   les   Nom^elles  déterminations  analytiques  des 
foyers  et  directrices,  par  M.  Georges  Dostor)  (M. 
La  résolution  des  équations 

X  -h  m  V r-; — ■=-.  o, 


(  *  )  Il  est  facile  de  trouver  les  coordonnées  du  foyer  sans  avoir  re- 
cours aux  formules  générales  des  Nouvelles  déterminations  ana- 
lytiques, etc.,  car  l'ordonnée  du  foyer  est  égale  à  celle  du  point  de 
concours  des  deux  tangentes  représentées  par  les  équations 

^  ,  a'(m'-i-i)»H-/n*À» 

2\x  —  a*  =  o    et    X  -T-  my ; — r^ — r-^ --  o, 

•^  2(m'-hi)A 

et  l'abscisse  s'obtient  au  moyen  de  l'équation 

m\ 


de  l'axe,  en  remplaçant  y  par  la  valeur  de  l'ordonnée.  Cela  résulte 
simplement  de  ce  que  le  lieu  des  projections  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  tangente  au  sommet. 

On  peut  encore,  sans  connaître  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met, déterminer  le  foyer  par  un  calcul  qui  s'appuie  sur  les  considé- 
rations suivantes. 

Il  est  d'abord  évident  que  la  différence  des  distances  des  deux  points 
A,  B  à  la  directrice  est  égaie  à  la  projection  de  AB  sur  la  di- 
rection des  diamètres;  cette  projection  est  exprimée  par  le  produit 

la.'         ■ »  indépendant  de  la  variable  X. 

La  différence  des  distances  des  points  A,  B  au  foyer  est,  de  même, 

égale  à  aa.  ;  il  s'ensuit  que  le  lieu  du  foyer  de  l'une  quel- 

conque  des  paraboles  considérées  est  l'hyperbole  dont  A,  B  sont  les 

foyers,  et  l'axe  focal,  ou  traverse,  .•  L'équation  de  cette  hy- 

\/m^  H-  I 

pcrbole  est 

(m'-T-i)^*— m'(m*-hi)jr*—  m*a*~  o; 

donc,  en  résolvant  le  système  des  deux  équations 

(m'-f-Or'— //i' (m'  f-i)j:'  -  m'a' =  o,    y  —  mx -  o, 

on  aura  les  coordonnées  cherchées.  (G.) 


(  4(^B  ) 

et 

ml 


mx , =  o , 

m*  4-1 


donne  pour  les  coordonnées  du  foyer 


2(m*-4-i)X  ^  2(m*4-i)X 

3®  Le  coefficient  angulaire  des  tangentes  perpendicu- 
laires à  AB  est  nul  5  on  a  donc  au  point  de  contact 

—  mi^y  —  /nj;)-i-X  =  o     et     (y — wj7)'-H2Xa?  —  a*=:o. 

En  éliminant  \  entre  ces  deux  équations,  il  vient 


r' —  m^X^ —  rt'=0       ou       r^; ^-f-lr-O, 


équation  du  lieu  géométrique  des  points  de  contact.  Cettt* 
équation  représente  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes, 
c?t  ayant  ses  sommets  réels  aux  points  zV  et  B.  Ses  asym- 
ptotes ont  pour  équation  y'^ — rn^X'^=^o\  Tune  d'elles 
est  le  diamètre  de  la  parabole,  mené  par  l'origine,  l'autre 
est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  j  \  il  est  donc  très 
facile  de  constrnire  cette  ronrbe. 


CONCOURS  D ADMISSION  A  LÈGOLB  POLYTEGRXIQDE 
m  1881. 


Composition  de  3Iathérnati(/u€s, 

Une  parabole  étant  donnée,  on  lui  mène  une  normale 
en  l'un  des  points  situés  avec  le  foyer  sur  une  même 
perpendiculaire  à  l'axe.  Trouver  le  lieu  des  sommeLs 
des  sections  faites  par  des  plans  contenant  cette  nor- 
male dans  le  cylindre  dont  la  parabole  donnée  est  la 
section  droite. 


(  469) 

Composition  littéraire. 

Développer  la  pensée  suivante  :  Le  culte  de  la  vérité 
prend  des  formes  dilîerentes  avec  les  époques.  De  notre 
temps,' le  noble  rêve  du  bonheur  de  Thumanité  future 
sur  la  terre  par  les  découvertes  de  la  science,  par  les  ap- 
plications de  l'industrie,  par  les  réformes  politiques  et 
sociales,  c'est-à-dire,  en  un  mot, la  philosophie  du  progrès 
devient  dans  certaines  âmes  une  sorte  de  religion.  C'est 
ainsi  que  la  science  en  est  arrivée  à  avoir  ses  temples, 
ses  sacrilices,  ses  apôtres  et  ses  matyrs. 

Composition  de  Lai^is  (trois  heures). 
Faire  à  Tencre  de  Chine,  à  teintes  plates,  le  lavis  d*un 


^^^Z,- 


cône  de  révolution  reposant  sur  un  socle  cylindrique  et 
se  détachant  sur  un  fond  gris  uniforme. 


(  4-0  ) 

Oïl  se  coiiforuiera  aux  cotes  indiquées  en  milliuièti'es 
sur  le  croquis  cî-joint. 

Nota,  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  les  cou- 
tours  apparents  des  solides  seront  faits  à  lencre. 

On  observera  les  Hlels  de  lumière. 


Composition  de  CalcuL 

Etaut  donnés,  dans  un  trians^Ie,  d<*ux  côtés  et  Tangh; 
compris,  savoir  : 

b  -  483»S76,     c  ^  675°», 37,     A  :r^  35<»42'  i5'- , 

calculer  les  deux  angles  B  et  C,  le  troisième  côté  n,  la 
longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  «  et 
la  distance  du  pied  de  cette  perpeudiculaire  au  som- 
met (]. 

Composition  de  Géométrie  descriptiv^e. 

On  doune  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté 
a  o"*,i9o,  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  ho- 
rizontal, et  dont  le  sommet  D  est  au-dessus  de  ce  plan. 
Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  le 
ctîrcle  inscrit  dans  la  face  BCD.  Le  point  B  est  le  som- 
met d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la 
iace  ACD. 

On  diunande  de  représenter  en  projection  horizontale 
le  corps  qui  reste,  quand  ou  supprime  dans  le  tétraèdre 
la  partie  com])rise  dans  le  premier  cône  et  la  partie  com- 
prise dans  le  second.  Indiquer  les  constructions  faîtes 
pour  trouver  un  point  de  l'intersection  des  cônes  et  la 
tangente  en  ce  point. 


(47'  ) 
OUESTION  DE  LICENCE  (PARIS,  JUILLET  t880); 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rec- 
tangulaires, et  dans  le  plan  ZOX  une  courbe  donnée  C. 
Une  surface  est  engendrée  par  une  circonférence  de 
cercle  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  XOY,  dont 
le  centre  décrit  la  courbe  C,  et  qui  rencontre  constam- 
ment OZ.  On  demande  de  former  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asjmpto tiques  de  la  surface,  en  pre- 


nant pour  variables  la  coordonnée  z  d'un  point  M  ot 
l'angle  ô  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  ai^ec 
la  trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  ZOX.  jàpplica- 
tion  au  cas  oii  la  courbe  C  est  une  parabole,  ayant  le 
point  O  pour  sommet  et  OX  pour  axe. 

Soient  x^j^  z  les  coordonnées  du  point  M;  Xi  Tab- 
scisse  OB  de  la  projection  du  centre  I  -,  et  Xi  =  ^[z)  Té- 
quatiou  de  la  courbe  C.  On  h 


(I) 

(2) 


a:=r::r,(l-f 
yziz  j:,sin(: 


cosô), 


ou 
ou 


ar=cp(^)(i  -H  cosô), 
y-nz  ©(s)  sinO; 


(472  ) 
par  suite,  Téquation  de  la  surface  est 

(3)  I       ou 

On  déduit  de  là 

cosO 


'^         dx  J7ç'(5) 


i-H  cos6  ç)'(c) 


-  I  I  —  tang'  -  I  -r — 

2\  °    2/?H-) 


sinô  I 


0       f 


i-i-cosO  cp'(;;)         ^*"^2  ^\z)' 


dp^=i—^ î A  cose©''(5)ûk-+-tp'(5)tang-^/oL 

^  ç'«(5)cos«n  *  2      J 


;[sin0.p-^(^)e/5-^'(.-)^0]. 


c^<7  = 

^  r    ^  .  ^  ^     •  ^  /  V  _i«.i 

dx  =  2  cos  -    cos  -  cp  (  ;;  )  as  —  sin  -  o  (5 )  aO  U 
é/^izz  sinô  «p' (2)  dz-^  ^{^)  cosBc?6. 

Substituant  ces  valeurs  dans  récjuation  générale  des 
lignes  asyinptotiques 

dp  dx  -\-  dqdyr=zi  o, 

on  aura  Téquation  demandée  : 


2  cos  - 

2 
X 


rosO '/(:;)  ^s -h  «p'(s)tang-ri?ô 


cos 


^^y(s)^s-5in^^(s)^o] 


sin6'f"(j)<is  — '^'(3)û?e] 
X[siii6'f'(5)c/s  -H  ç(5)rosO^/e]  :^  o. 


(  4:3  ) 


OU 


2 

Application,  —  Dans  le  cas  où  la  courbe  C  est  une 
parabole,  on  a 

ip 

P  '  p  , 


L'équation  (4)  devient  alors 


a5  2 


cos- 

2 

d'où 


et 


log;;  :::^  log  tailg  (  y  —  -  )  -{-  logC 
\4  4  / 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  2ol 

(  Toir  i"  »érlc,  I,  XI,  p.  iij  )  ; 

Par  m.  J.  BOURGKT, 

Docteur  es  Sciences. 

Placer  les  huit  premiers  nombres  sur  une  même 
ligne,  de  telle  sorte  que  la  différence  de  deux  quel- 
conques de  ces  nombres  ne  soit  pas  é^ale  à  la  différence 


(4:4  ) 

(le  leurs  rangs  dans  la  ligne.  Combien  existe- t-il  de 
dispositions  de  *:e  genre  ? 

1-582^63 

est  une  de  ces  dispositions. 

Placer  sur  un  échiquier  huit  Théines,  de  manière 
qu'aucune  d^elles  ne  soit  en  prise  à  Vune  des  sept 
autres  ? 

La  solution  est  une  conséquence  de  la  précédente. 

•  (E.    LiONKET.) 

Ce  problème  est  évidemment  diflGcile  :  il  s'agit  de 
choisir,  parmi  les  4o320  permutations  des  huit  chillros 
(i,2,  3,4î5,  6,7,  8)  celles  qui  satisfont  à  la  condition 
imposée  par  l'énoncé. 

A  la  page  i48  du  tome  XI,  i'*  série  des  Nouvelles 
Annales,  Terquem  dit,  dans  une  Note,  que  Koralek^ 
par  un  procédé  empirique,  a  trouvé  que  le  problème  de 
Lionnet  a  92  solutions,  dont  12  seulement  sont  distinctes, 
mais  il  ne  nous  fait  pas  connaître  ces  solutions,  ni  le  pro- 
cédé employé  par  Koralek  pour  arriver  à  ces  conclusions. 

En  m'occupant  du  problème* des  permutations,  j'ai 
été  naturellement  amené  à  réfléchir  au  problème  de 
Lionnet.  Après  T avoir  transformé  en  un  problème  d'A- 
nalyse indéterminée,  j'ai  pu  trouver  un  procédé  gra- 
phique conduisant  sûrement  à  toutes  les  solutions  du 
problème.  Ce  procédé  graphique  peut  être  comparé  au 
crible  d'Eratosthènes,  pour  la  détermination  des  nom- 
bres premiers  ;  c'est  peut-être  le  procédé  empirique  de 
Koralek.  Quoi  qu'il  eu  soit,  il  me  semble  qu'il  constitue 
une  solution  rationnelle  du  problème  proposé,  en  ce 
sens  qu'il  réduit  la  considération  de  4o32o  permutations 
à  la  construction  d'environ  3oo  petits  Tableaux  faciles 
à  faire. 

En  sui\ant  ce  procédé,  que  je  ferai  connaître  tout  à 


(  4:5  ) 

l'heure,  j'ai  trouvé, comme Koralek,  92  permiitalions  sa- 
tisfaisant n  la  condition  imposée. 

Au  point  (le  vue  du  problème  des  échecs,  ces  92  solu- 
tions ne  donnentc|ue24  figures  distinctes.  On  comprend, 
eu  eliet,  que  plusieurs  permutations  correspondent  à  la 
même  disposition  des  dames  sur  un  échiquier,  en  pre- 
nant successivement  comme  hase  de  Téchiquier  ses 
qmatre  côtés.  Ces  24  figures  peuvent  même  être  regar- 
dées comme  se  réduisant  à  12,  en  remarquant  qu'elles 
se  divisent  en  groupes  de  deux  symétriques  relativement 
à  la  base  supérieure  et  à  la  base  inférieure  de  l'échiquier. 

Nous  nous  expliquons  ainsi  le  résultat  annoncé  par 
Koralek. 

Voici  comment  nous  avons  procédé  : 

Imaginons  un  échiquier  de  64  cases.  Le  long  de  la 
piHimière  ligne  \erlicale  nous  ferons  mouvoir  le  chilHe  i, 
le  long  de  la  secoude  ligne  le  chitfre  2,  ainsi  de  suite.  Il 


3 

6 

4- 

2 

8 

5 

7 

1 
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ne  devra  jamais  y  avoir  plus  d'un  chiffre  sur  une  même 
ligne  horizontale,  et  si  nous  dispersons  ainsi  les  huit  chif- 
fres en  remplissant  les  deux  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer,  nous  aurons  chaque  fois  une  permutation  des 
huit  chiffres,  pour  laquelle  le  rang  occupé  par  chaque 
chiffre  sera  le  numéro  de  la  ligne  horizontale  sur  la- 
(juelle  il  se  trouve.  Dans  la  figure  ci-contre  nous  trou- 
vons la  permutation 


J 


(  47fi  ) 

Les  valeurs  des  chiffres  sont  les  abscisses  de  chaque 
case  duTableau,  les  rangs  de  ces  chiffres  dans  la  permu- 
tation sont  les  ordonnées. 

Ce  système  de  représentation  adopté,  on  voit  qu'après 
avoir  placé  un  chiffre  dans  une  case  de  sa  colonne,  il  no 
peut  pas  y  avoir  de  chiffres  dans  une  case  de  la  diago- 
nale qui  correspond  au  chiffre  placé,  quand  on  s'assu- 
jettit à  la  condition  imposée  par  M.  Lionnet;  car,  sui- 
vant cette  diagonale,  les  ordonnées  augmentent  ou  di- 
minuent de  la  même  quantité  que  les  abscisses. 

De  là  un  procédé  empirique  bien  simple  pour  trouver 
toutes  les  permutations  demandées  : 

1°  On  fait  une  série  d*éclii([uiers  semblables  à  celui 
de  la  figure  ci -dessus,  ce  qui  est  facile  au  moyen  de  pa- 
pier quadrillé^ 

0?  On  placera  i  à  la  première  case  du  bas,  puis  on 
pointe  les  cases  horizontales  et  les  cases  diagonales  cor- 
respondantes où  Ton  ne  peut  plus  placer  dt;  chiUVes  ; 

3°  Il  reste  au  chiffre  2  une  série  de  cases  possibles; 
on  le  met  à  la  première,  et  Ton  pointe  toutes  les  cases 
horizontales  et  diagonales  correspondantes  à  droite; 

4°  11  reste  au  chiffre  3  une  série  de  cases  possibles;  on 
le  place  à  la  première,  et  Ton  pointe  comme  précédem- 
ment lescases  horizontales  et  diagonales  correspondantes  ; 

5°  On  continue  ainsi  à  éliminer  les  diverses  cases  de 
Téchiquier  qui  ne  peuvent  pas  recevoir  de  chiffres  au 
fur  et  à  mesure  qu'on  a  placé  les  précédents.  On  arrive 
de  la  sorte  méthodiquement  à  trouver  les  seules  permu- 
tations satisfaisant  à  la  condition  du  problème. 

Remarquons  que  si,  au  lieu  de  lire  une  permutation  de 
bas  en  haut,  nous  la  lisons  de  haut  en  bas 

3642857 1 

nous  avons  évidemment    une  nouvelle  permutation  sa- 


(  ^"  ] 

tisfaisant  h  la  condition  Lionnct;  donc,  quand  nous  au- 
rons placé  I  aux  rangs  i,  a,  3,  4^  nous  pourrons  nous 
arrêter.  Les  autres  permutations  seront  celles  que  nous 
aurons  déjà  trouvées,  lues  en  sens  inverse.  Le  travail 
ainsi  réduit  exige  environ  3oo  opérations.  C'est  peu,  si 
Ton  remarque  que  le  nombre  total  des  permutations 
parmi  lesquelles  on  a  choisi  est  4o320. 

Voici  le  tableau  des  4^  permutations  que  nous  avons 
trouvées  : 

17682463            2G174835  25718864 

1-468253            53172864  28613574 

16837425            83162574  62713584 

15863724            46162837  72418536 

57142863  82417536 

61628374          ,  63184275  62814736 

41682736            53168247  62714853 

61842736            63i85247  62617483 

31768246            48136276  35714286 

51468273            84136276  64718263 

71386425            48167263  58417263 

61863724            47186263  36816724 

41686372            64168273  75316824 

68176824  64718628 

78168624  68413627 

67188642  86418672 

86814762 

67418862 

En  lisant  chacun  de  ces  résultats  en  sens  inverse,  nous 
en  obtenons  46  autres  satisfaisant  encore  à  la  condition 
imposée:  donc  nous  avons  en  tout,  comme  le  dit  Ko- 
ralek,  99.  permutations  différentes  jouissant  de  la  pro- 
priété indiquée  dans  l'énoncé. 

Mais,  au  point  de  vue  des  échecs,  ces  permutations 
ne  constituent  pas  toutes  des  solutions  ditFérentes.  En 
effet,  on  peut  prendre  pour  base  de  Téchiquier  un  côté 
quelconque,  et  si  l'on  considère  une  des  solutions  précé- 


(  i:^  ) 

(lentes,  par  exemple  celle  qui  est  indiquée  par  Lionnel; 
elle  donne,  en  prenant  successivement  chaque  côté 
pour  base,  les  solutions 

84 136275,     63571438,     4'*-73685i. 

Donc  on  peut  classer  les  solutions  du  Tableau  précé- 
dent et  leurs  inverses  en  groupes  donnant  sur  l'écliiquirr 
la  même  figure. 

Voici  le  Tableau  de  celte  classification  qui  renferme 
24  groupes  : 


(0 

17582463 

84136275 

63571428 

42736851 

(2).... 

17468253 

83162574 

64713528 

52473861 

(3).... 

5 1 468^^73 

731 68524 

62713584 

57413862 

(4).... 

71386425 

4 1586372 

7263 I 483 

47531682 

(5).... 

61528374 

57 1 38642 

52617483 

75316824 

(6).... 

41582736 

36271485 

46831752 

74286135 

(7).... 

51842736 

36814752 

36275184 

74258i36 

V8).... 

31758246 

35714286 

53847162 

73825164 

(9).... 

51863724 

36^418572 

724i8536 

57263184 

(  10). . . 

57142863 

64158273 

63i758'4 

62714853 

(II)... 

63184275 

47185263 

42751863 

63741825 

(12)... 

53172864 

64718253 

(i3)... 

15863724 

82 1 17536 

57263148 

36428571 

('4)... 

16837425 

82531746 

47526138 

3528647 î 

(i5)... 

26831475 

48531726 

425861 37 

37286415 

(i6)... 

28613574 

584 1 36-^7 

2736851 4 

52468317 

(17)... 

42861357 

38471625 

24683175 

47382516 

(18)... 

53168247 

2^713864 

58417263 

6372851 4 

(19)... 

63 185247 

48157263 

25741863 

63724815 

(20)... 

26174835 

46152837 

68241753 

64285713 

(21)... 

48136275 

27581 463 

63581427 

42736815 

(22)... 

35841726 

42857136 

37285146 

36824175 

(23)... 

52814736 

57248136 

36258174 

36810724 

(24)... 

35281746 

46827135 

Ces  24 

groupes  se  divisent 

eu  deux  groupes  de 

J2  termes 

chacun,  jouissant  de 

cette  propriété  que  la 

ligure  correspondante 

à  Tuii  des  groupes  de  la 

premièrtî 

(  479  ; 

série  de  la  est  symélriquc  de  la  figure  correspondante 
au  groupe  de  même  rang  dans  la  seconde  série.  Eu  d'au- 
tres termes,  si  Ton  trace  la  figure  formée  par  un  des 
groupes  de  la  première  série  de  la  sur  une  feuille  de  pa- 
pier, en  retournant  la  feuille  et  regardant  la  figure  par 
transparence,  on  obtient  la  figure  donnée  par  le  groupe 
de  même  rang  dans  la  seconde  série  de  12. 

Donc,  au  point  de  vue  du  problème  des  échecs,  on 
peut  dire,  avecKoralek,  qu'il  n'y  a  que  12  solutions  dis- 
tinctes donnant  les  figures  du  Tableau  suivant  : 


1 1  FI  y  1 1 


i 

^ 

1 

i    1    1 

se 

'^ 

1 

■ 

7€< 

i 

^ 


I  IsJ  ff  I  I 


' 

% 

££ 

^ 

M 

^ 

~M 


n 


\\m 


i 

i 

i 

■1  1 

i 

f 

■ 

— 

(  4Ho  ) 

Ces  figures  correspondent  à  chacun  des  1 2  premiers 
groupes. 

Si  l'on  pouvait  les  trouver  directement  par  une  mé- 
thode simple,  on  pourrait  en  déduire  Jes  92  permuta- 
tions des  huit  premiers  chllFres  remplissantles  conditions 
imposées  parTénoncé  de  Lionnet. 


QUESTION. 


1376.  Dans  un  cône  donné  on  inscrit  une  sphère,  et 
dans  la  partie  laissée  libre  au-dessus  de  cette  sphère  on 
inscrit  une  nouvelle  sphère;  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Trouver  l'expression  du  rayon  de  la  (/i  -f-  i  )'*™* 
sphère,  sachant  que  R  est  le  rayon  de  base  du  cône,  H  la 
hauteur,  et  que  C  en  représente  le  côté. 

Prouver  que  l'espace  laissé  vide  dans  le  cône  par  toutes 
ces  sphèi'cs  a  pour  volume 

(G.    DoSTOR.) 


ttEGTIFIGATieX. 


L^observation  faite  par  M.  Genty  (p.  370)  sur  la  dernière  partie  âv 
renoncé  de  la  question  1306  est  exacte,  et  cet  énoncé  doit  être  mo- 
difié comme  il  suit  : 

Les  tangentes  de  rebroussement  passent  respectivement  par  les 
six  points  où  les  côtés  du  triangle  AhC  coupent  la  conique  C,. 

Ces  tangentes  sont  faciles  à  construire.  Soient  •^^  et  y,  les  points 
où  AB  coupe  C,,  la  tangente  de  rebroussement  qui  passe  par  fi  en 
la  droite  qui  joint  ce  point  à  celui  où  v^C  coupe  C,.  Dewvlp. 
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S.)lutiou  dcr  la  question  25i  ;  par  M.  J.  Bour-ct. 


Question.  .  .  , 
Rcctilicilioa  . 


LlURAlRlK 


DK  GAUTHlEll-VlLLARS,  Qi  aï  des  Algustins,  5:.. 


47'  : 

4î3-.  I 


RESAL  (H 
Cinématique  pure 

RESAL  (H.),  ancien 


:  ^,    Ingénieur  des  Mines,   Docteur  es  f^'^f^^^^^'  ^  traité   de 
ïaiepiire.In-8,avcc77fig"resdanslotexte    i8b..   ...     *>J.    , 


Élève  d3  rÉcolePolyteclmique.  -  iléments  de  Mécà- 
mes   d'admi.ssuui   pour  1  bcoîe  I  ■ 


R^Iir  tS  élémentaire  de  M^^^^^        céleste.  I-«;^-;î^;^^"-',. 


i8()^. 


~p7rû.-  iTToHmerle  do  ^.A^^TmFn^^MUJUlS^ 


ni  d«»«  A«::o«UBi.S« 


Le  Gérant  ;GWTUlER-ViLX.Aiis. 
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(  48i  ) 

SUR  LA  FONCTION  GÉNfiRATRIGB  DES  POLYNOMES  f„,^„ 
DE  DIOON; 

Par  m.  G.-A.  ORLOW, 

Professeur  à  l'Institut  des  voies  de  communication,  et  à  l'École 
de  construction  de  Saint-Pétersbourg. 

Dans  la  Kotc  sous  le  titre  :  Sur  un  mode  d'approxi- 
mation des  fonctions  de  plusieurs  variables  [Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXX, 
p.  749)1  Didou  considère  des  fonctions  remarquables 
qu'il  désigne  par  P/,i,«,  et  dont  il  donne  l'expression 
générale  sous  la  forme. 


Le  coefficient  K^,»  désignant  une  constante  et  w,  n 
des  entiers  positifs,  la  fonction  P^,,/  représente  un  poly- 
nôme de  degré  m  -f-  /i,  dans  lequel  l'exposant  de  x  ne 
surpasse  pas  m  ;  en  donnant  à  m  et  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  possibles,  on  obtiendra  une  série  in- 
définie de  polynômes  de  celte  forme. 

Didon  montre  que  l'intégrale 


./•/ 


^nt,n^m'n'd.rdy, 


étendue  sur  la  surface  du  cercle  .r^  -f-j^^  =  i ,  se  réduit  à 
zéro,  à  moins  qu'on  n'ait  m=zn/^  n  =  n'\  il  trouve 
pour  l'intégrale  yyPf„,jrfa:fl[y^  l'expression  suivante 

KJ,  -  — — —  îi-'« m\ni\n\ 

1 . 3 . 5 . . .  f  9.  /?7  4-  c^  /?  -+-  T  )  , 

2.4.0.  .  .{3/n-+-2Vl-4-2) 
Jnn.  de  Mathrmnt.^  1*  sérii»,  t.  XX.  (Noveinbre  iftfli.)  3^1 


(0 


(  48v.  ) 

En  posant 

K        -—}— 

il  la  réduit  à  la  forme 

^■'r^       (am-i-/i-h2)(2mH-/i-4-3)...(am-i-?t/i-M) 
2 w  -h  I  ni  2*"»-»-*'» 

1 .3.5. .  .(2m  -f-  2/1  -f-i) 

2.4.6.  .  .(2//l-h  2/1  +  2)' 

ettrouve,  pour  lafonctiongénératrice des  polynômes  P»,^«, 
c*est-à-dire  pour  la  somme  \  \  «'"i^P^j^n^rcxpres- 
sion 

f        X     I  — a:r  — 6r ^^ 1     . 

\  L  "        2(1  — 6j -t-y/i —  2^>'-l- 6*jj 

Au  moyen  des  propriétés  précédentes,  il  déduit  l'ex- 
pression du  coefficient  Am^n  dans  la  série  de  la  forme 


y  (*^J  y)  —   y    Afn^n  P/«,n' 


Les  fonctions  Vm,n  présentent  la  plus  grande  analogie 
avec  les  fondions  X„  de  Legendre,  et  en  particulier 
elles  permettent  de  réaliser  un  certain  mode  d'approxi- 
mation des  fonctions  quelconques  de  deux  variables,  au 
moyen  de  polynômes  entiers,  par  rapport  à  ces  mêmes 
variables.  Les  propriétés  des  polynômes  lPm,n  sont  ex- 
posées par  Didon  dans  le  Mémoire  intitulé  Dévelop- 
pements sur  certaines  séries  de  polynômes  à  un  nombre 
quelconque  de  variables  [j4nnalesde  l'Ecole  IVonnale^ 
r*  série,  t.  VII,  p.  247). 

Considérons  les  résultats  cités  plus  haut. 


(  483  ) 
L'expression  de  l'intégrale  ff^^mn^^^^J  ^^  celle  de 
la  fonction  génératrice  des  polynômes  Pm,«  dépendent  du 
facteur  constant  K;,,^;,,  dont  un  choixconvenable  permet 
de  les  simplifier.  Si,  au  lieu  de  Texpression  employée 
par  Didon  pour  ce  facteur,  on  pose 


(2)    K,„,,,= 


//^  !  /^  !  (  2  m  -4-  /i  -i-  2)  (  2  //i  -h  /^  -h  3  ) . . .  (  2  m  -H  2  /n-  I  ) 


on  aura,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  pour  l'intégrale 
ff^m.ndxdj^  l'expression 


■  y 


m  -h  «  -t- 1 

1.3.5.  ..(2/W  —  l)(2//H-2)(2/7l-h3)...(2m-f-/l-4-l) 

^  2«»  m  !  n  ! 

plus  simple  que  celle  citée  plus  haut.  Par  conséquent, 
en  effectuant  le  développement  d'une  fonction  quel- 
conque de  deux  variables  en  série  ordonnée  suivant  les 
polynômes  Vm,n,  on  obtient  pour  le  coefficient  du  terme 
général  une  expression  plus  simple  et  plus  commode 
pour  les  applications  que  celle  donnée  par  Didon. 

Pour  la  fonction  génératrice  des  polynômes  Vm,n  nous 
aurons,  comme  on  va  voir,  l'expression 

(3)     [(i  —  lax  —2by-hb^){i  —  2by  -h  b^)  —  «'(j'—  i)]"», 
beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Didon;  elle  est  en- 
core remarquable  en  ce  qu'elle  peut  être  généralisée. 
Donnant  à  cette  expression  la  forme 


1 


(1  —26V -h  6')    M  I  —  'iax  —  ibv  -\-  b^ --, .-z         y 

et  introduisant  dans  l'exposant  du  second  facteur  un 
paramètre  arbitraire  [3,  on  forme  une  nouvelle  expres- 
sion 


(  w  ) 

ou  bien 

(4)  '  "  -fp^i) 

qui  est  à  son  tour  la  fonction  génératrice  des  fonctions 
plus  générales  que  je  désignerai  par  û;^^^  (x,  j^ ',  P)  et 
qui  se  présentent  sous  ]a  forme 

,,         _  p  I  ,{»{vi—i) t 

1  r/'«(j:-*-t-r*—  i)''"^'" 


^/w,/i  y  désignant  une  constante.  Ces  nouvelles  fonc- 
tions û;„^;,  sont  aussi  des  polynômes  entiers  de  degré 
m  -+-  n,  dans  lesquels  l'exposant  de  x  ne  surpasse  pas  m, 
et  le  terme  en\x"^j'^  est  le  suivant  ; 

(  r^  3 -f.  0  fo  3 -f-  3)  .  . .  f  ?.  3  H- 9  ;;?  —  n 
a«  — : 

ml 

(  3  Vm  -h  iH  3  -h  ///  4-  ::{ ). . .  (  3  -H  /«-f-  w  )     „ 
X  — ■ i .r'"v". 


Les  polynômes  Pm,n  ne  sont  qu*un  cas  particulier  de 
ces  nouvelles  fonctions  Ûw,/i7  V^^  correspond  à  ^  =  o. 

Les  polynômes  ùm^n  présentent  la  plus  grande  ana- 
logie avec  les  fonctions  connues 

T.,(.r,a)^.0   ^^^._.,).         ,fP  -^ 

où  Ci  désigne  une  constante,  a  un  paramètre  arbi- 
traire, /  un  nombre  entier  et  positif.  On  sait  que  les 
fonctions  Wf  admettent  une  fonction  génératrice  1res 
simple 

(i  —  '>a.r  -h  rt^)  -   . 


(  485  ) 
si  Ton  pose 

—   i-        (^«-i-  l)(!2g-f'3)...(2g-i-2/—  l) 

Mais,    en    posant  c/=  jy—^y  nous  trouverons  pour  la 

fonction  génératrice  des  mêmes   polynômes  une  autre 

expression 

_i  

2*(i  —  2a j:  -ha^)    ^(i  —  ax  -h\^i  -—  aax  -h  a^Y^j 

moins  simple  que  la  précédente.  On  obtient  facilement 
cette  dernière  expression  au  moyen  de  la  formule  de 
Lagrange 

où  z  est  une  fonction  de  a  et  de  a:  déterminée  par  Té- 

quation 

5  =  a:  H-  rt  cp(z). 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  poser  dans  cette  formule 

^{x)^\{œ^--i),f{a:)=.{x^-i)\ 

En  ayant  égard  à* deux  expressions  précédentes  pour 
la  fonction  génératrice  des  polynômes  tu/^  nous  pouvons 
écrire  les  équations  suivantes  : 

/     '="  OH-/ 

l  =0 

4 

^^^   i  'y  a^  (2a-i-i)(2a-f-3K..(2a-f-2/-~  i) 

^/!   (2a-4-/4-i)(2aH-/-h2)...(2a-+-2/; 

r— :=.  (i  —  2rt.r -l-<iM     ^      *^- 


(.r^-i)»  ^Ar 


(  48(3  ) 

D'après  chacune  d'elles,  on  peut  déterminer  la  fonction 
génératrice  pour  les  polynômes  Pm,n  et  Û/,ï,«. 

Pour  obtenir  celle  des  polynômes  Pm,»,  Dîdon  emploie 
deux  fois  la  formule  de  Lagrange.  Sa  méthode  peut  être 
encore  appliquée  au  calcul  de  la  fonction  génératrice 
des  polynômes  ^m,n,  c'est-à-dire  à  la  somme 


m -0    rt-O 

Nous  abrégerons  encore  le  calcul  si  au  lieu  de  la  for- 
mule de  Lagrange  nous  employons  immédiatement  la 
première  des  formules  (5)  -,  suivant  la  marche  indiquée 
par  Didon,  nous  trouverons  pour  la  fonction  génératrice 
cherchée  l'expression  qui,  dans  le  cas  ^  =  o,  se  réduit 
à  l'expression  (i)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

(1—267-+-^*)""    I  — a^— 6>'î^— p— (i  — 6v— v'i  — 6jH-6*)       • 

Mais,  dans   le  cas   général,  on  obtient  une  expression 
très  compliquée  et  de  peu  d'intérêt. 

Au  contraire,  en  calculant  la  fonction  génératrice  des 
polynômes  Q^,/?  d'après  la  seconde  des  formules  (5),  on 
aura  l'expression  (4)  très  simple  citée  ci-dessus.  A  cet 
effet,  il  faut  prendre  pour  Cfn,n  la  quantité 


(2«  — '« 
m  !  n 


.g        ,  ^fi+i)([i-4-2)...,(;i4-//i) 


(2 [i -h 2 //i-f- /^ 4- 2) .  . . (2 fl 4- 2 m 4-2 n-hi) 
qu'on  peut  encore  présenter  comme  il  suit  : 

2«         (2?-hl)(2?4-3)...(2  3-f-2m— l)r0  4-A7H-W 


rnl  ni  F  ( p  -r  //^  4- 1 ) 

r  (  2  ?  4-  //i  4-  I  )  r  (  2  3  4-  2  Wi  4-  /^  4-  2  ) 


X 


l'  (23  +-  2  7/14-  I }  r  (  2  \i  4-  2  m  4-2/14-2)' 


(48;  ) 
et,  en  supposant  d'abord  m  constant,  il  faut  déterminer 
la  somme 


/I  =  flO 


2'*(p  4-m  -t-i)  ...  (P -h  m  -h  w) 


-H2//1-I-/1-H2)  ...  (2[i-|-2m-h2/H-l) 
>     /     •  ^9  +  /»n-n-»-- 

1  d^iy^—i)  •• 


La  seconde  des  formules  (5)  donne  immédiatement 
l'expression  simple 

en  posant  dans  cette   formule  a=p4-w  +  -j5   et  en 
remplaçant  les    lettres    x,   a,    l   respectivement   par 

On  n'a  qu'à  transformer  l'expression 


2?H-i)...(2p-+-m) 


V    1     /__iL_V"  ( 

2jmÎ2'«  \  1—26/4-  6V       (Û-f-i)...  (p-hm) 

/ïi-O 

et  la  multiplier  par  le  facteur  (1  —  2bj  -^b^)"^^^^  pour 
avoir  la  fonction  génératrice  demandée.  Pour  transformer 
cette  dernière  somme,  au  moyen  de  ]a  seconde  des  for- 
mules (5),  nous  remarquons  d'abord  qu'en  changeant  x 


.r 


en  — ^ ^  faisant  a  =  a!^  i  — J^ct  ayant  de  plus  égard 

à  l'égalité 

(2a-f-i)(2a-f-3)...  (2a  +  2/  — i) 


(2  a -h /-M)  (2  a -h  /4-2)  ...  (2  a  4- 2/) 
__  1  (2a-t-i)  (2a  H-  2)  .  .  .  (2a  4-  l) 
~"  2'       (a-Hi)  (a4-2)  ...  (a-h  /) 
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SUR  LA  FONCTION  GÉNfiRATRIGB  DES  POLYNOMES  V„,,n 
DE  DIDON; 

Par  m.  G.-A.  ORLOW, 

Professeur  à  l'Institut  des  voies  de  commuoication,  et  à  l'École 
de  construction  de  Saint-Pétersbourg. 


Dans  la  iSote  sous  le  titre  :  Sur  un  mode  d'approxi- 
mation des  Jonctions  de  plusieurs  variables  [Comptes 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXX, 
p.  749)1  Didou  considère  des  fonctions  remarquables 
qu'il  désigne  par  P,„,w,  et  dont  il  donne  l'expression 
générale  sous  la  forme _ 


,„^i  dV'  dj:"^ 

(r'-i)      ' 

Le  coefficient  Km,n  désignant  une  constante  et  m,  n 
des  entiers  positifs,  la  fonction  Pm,n  représente  un  poly- 
nôme de  degré  m  -f-  w,  dans  lequel  l'exposant  de  x  ne 
surpasse  pas  m  ;  en  donnant  à  w  et  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  possibles,  on  obtiendra  une  série  in- 
définie de  polynômes  de  cette  forme. 

Didon  montre  que  l'intégrale 

/      /    ^*m,n^n,',n'd.rdy, 

étendue  sur  la  surface  du  cercle  ar^  _j_^  2  -—  j  ^  s^  réduit  à 
zéro,  à  moins  qu'on  n'ait  m  =^  m%  n  =  n''^  il  trouve 
pour  l'intégrale  ffTî^m,n^^^J  l'expression  suivante 

KJ,  „  — 1^^ —  2'"'m\  ml  ni 

1 . 3 . 5 . . .  (  ?.  /w  -f-  9.  /i  -^  t)  , 

yé/tn.  de  Mathémat.,  a*  série,  t.  XX.  (Novenibw»  iRfti.)  3l 


(49»  ) 
a  et  ^  sont  des  sommes  de  termes  qui  renferment  tous 
soit  f,  soit  \  en  facteur. 

Quand  \  tend  vers  zéro,  une  seule  racine  t  de  l'équa- 
tion (6)  tendra  vers  zéro,  et  la  formule 

t=-     ?"-("^    XX 

?:«(o) 


(8) 


1.2 


en  donne  une  valeur  approchée,  en  supposant  que  <p«(o) 
et  cp,„_i  (o)  soient  différents  de  zéro. 

L'interprétation  géométrique  de  ces  résultats  est  très 
simple. 

Soit  OA  {Jî^'  i)  la  quantité  y^  à  mesure  que  X  di- 
minue, la  droite  AM  parallèle  à  Taxe  des  j'-  s'éloigne  de 

Fig.   I. 


"X> 


Torigine^  sur  cette  droite  se  trouve  un  point  M  de  la 
courbe  qui  est  donné  par  l'intersection  de  AM  avec  uu 
rayon  OiM  très  voisin  de  Oy^  ce  rayon  a  pour  coefficient 
angulaire  l'inverse  de  la  racine  infiniment  petite  repré- 
sentée par  la  formule  (8).  Quand  X  diminue,  le  point  M 
engendre  la  branche  MN,  et  la  région  dans  laquelle  se 
trouve  cette  branche  est  donnée  par  le  signe  du  rap- 


port 


?/n-l  (o) 


Lorsque  X  change  de  signe,  la  racine  iuti- 


(493) 
iiîiucnt  petite  change  aussi  de  signe  et  donne  la  branche 
MW  située  de  l'aulre  côté  de  Taxe  de  r.  La  figure  est 
construite  dans  l'hypothèse  où  le  coefficient  de  X  dans  la 
formule  (8)  est  positif. 

Supposons  maintenant  que  o,„_|  (o)  soit  toujours  dif- 
férent de  zéro  et  qu'un  certain  nombre  de  dérivées  de  la 
fonction  Om{f^)  soient  nulles  pour  f  =  o;  soient 

?:«(o)=:o,  ...,  oir*'(o)i=o  et  T^,r(o)^o. 

L'équation  (6)  prendra  la  forme 

[o<'''  (o)        '] 
-^  +  aj4-X[cp,„_,(o)  +  ?]=.o, 


(9) 


a  et  P  renfermant  dans  tous  leurs  termes  soit  f,  soit  X  en 
facteur. 

Si  <7  —  I  est  impair,  une  seule  des  </  —  i  racines  infi- 
niment petites  de  l'équation  (g)  qui  tend  vers  zéro  en- 
gendre une  courbe  dont  la  forme  générale  est  analogue  à 
celle  de  ^Sijig,  i. 

Si  7  —  I  est  pair,  deux  des  racines  de  Téquatiou  (9) 
sont  réelles  5  elles  sont  de  signes  contraires,  mais  il  faut 

Fig.  2. 


pour  cela  que  \  ait  reçu  une  valeur  dont  le  signe  soit 
celui  du  rapport  —  '-"îri/v  ;  dans  ce  cas,  la  courbe  af- 
fecte  une  forme  semblable  à  celle  de  Xdijig.  a. 


(  494  ) 

3.  Supposons  maintenant  que  f  m-f  (o)  =:  o. 

L'équation  (6)  ne  sera  satisfaite  pour  de  petites  va- 
leurs de  X  et  de  t  qu'autant  que  <pm(o)  =  o,  <p'„(o)  ==  o, 
©]J^(o)  =  o;  c'est-à-dire  que  la  direction  de  Taxe  desjr 
doit  être  triple. 

Dans  ce  cas,  Téquation  (6)  prend  la  forme 

t  [tt^?:»  (o)  h-  aj  +  X  [ o'„,_,  (o)  -+-?]  =  o , 

et  Ton  obtient  encore  des  branches  paraboliques  ana- 
logues à  celles  de  ^^fig-  i . 

Mais  si  tf^^^  (o)  =  o  avec  vf'^_^  (o)  ==  o,  et  si  o^_^  (o) 
est  aussi  nul,  l'équation  pourra  s'écrire 

(io)       t  \-±-^f„,{o)  -f-  aj  +  X«[?;„-,(o)  +  p]==  o, 

et  la  racine  infiniment  petite  t  engendre  les  branches 
MN,  M'N'  {ftg>  3  ) ,  situées  de  part  et  d'autre  de  l'axe  des  y 
et  dans  des  régions  opposées  du  plan  ^  ^^fiS'  ^  *  ^^^  ^^"* 


struite  dans  l'hypothèse  où  le  rapport  ^'^  !  ?    est  né- 


gatif. 


?';(o) 


(  493  ) 
4.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  a 

?m(o)=o,     ©;,(o)  =  o,     (p;,(o)=o, 

?m(0)=:0,      Q-(0):=^0, 
?;n-i(o)=:0,     <p'^_j(o)=:0,     ç>;,_j(o)^o    aVCC    0,„-,(o)^0; 

l'équation  (6)  deviendra 

(,,)       ^.2|(2}  +  Xf?îîtzîi2)  +  X'<p,„..,(o)  +  Y  =  o, 

Y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infiniment 
petits  devant  les  trois  premiers. 

Si  Ton  pose  f  =  tX^,  l'équation  (ii)  aura  tous  ses 
termes  divisibles  par  X^  et  pourra  s'écrire 

y' étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  X  en 
facteur. 

Quand  X  est  très  petit,  la  fonction  t  a  une  valeur  aussi 
voisine  que  Ton  veut  de  la  valetu»  de  Tune  des  racines  de 
l'équation  du  second  degré 

(.3).  -2||^^..Î^H-,,„_,(o)  =  o. 

Soient  To  et  T|  les  racines  de  l'équation  (i3). 
Si  To  et  T|  sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  des  deux 
racines  de  l'équation  (  1 1  )  qui  tendent  vers  zéro  sont 

l  —  'z^xl,     t  =  z^xl. 

Si  To  et  Ti  sont  de  même  signe,  on  obtient  une  dispo- 
sition des  branches  analogues  à  celle  que  présente  la 

Si  To  et  T,  sont  de  signes  contraires,  on  obtient  la 


(  49<i  ) 
Laijig.  4  ^  été  construite  dans  Phypolhèse  où  To  et  -Zt 
sont  positifs. 

Si  les  racines  de  Téquation  (i3)  sont  imaginaires,  il 


Fig.  /,. 


Fig.  5. 


n; 


vy 


m; 


JVI 


Ni 


r:?' 


n*y  a  pas  de  branche  parabolique  réelle  dans  la  direc- 
tion de  Taxe  des  j'. 

Enfin,  si  les  racines  de  Téquation  (i3)  sont  égales 


Fig.  G. 


.  ^/  /N 


1a 


entre   elles,   Téquation  (12)  pourra  se  mettre  sous   la 
forme 

?m(o)  (-  —  •:o)'-H  AX  -I-  BX«-H. .  .  =  0; 


les  deux  valeurs  de  t  qui  ont  pour  limite  To  ont  donc 


(  49-  ) 

pour  valeurs  approchées 


o) 


X  X, 


et,  par  suite, 


ToXihi/-— ^: 

V    ?m{0) 


Ces  deux  racines  donnent  naissance  aux  branches  para- 
boliques de  isijig.  6. 

5.  La  discussion  complète  de  Téquation  (6)  dans  le 
cas  où  (fm^2{o)  est  différent  de  zéro  se  fait  comme  la 
discussion  de  Téquation  (17)  de  la  première  Partie  (*  )  ; 
nous  n'insisterons  pas  davantage  et  nous  nous  bornerons 
à  remarquer  que  cette  étude  ne  nous  donne  que  deux 
nouvelles  formes  de  courbes,  comn^e  nous  l'avons  déjà 
vu  pour  les  branches  qui  se  croisent  à  l'origine  :  ce  sont 
celles  que  présentent  las  Jig.  7  et  8;  elles  sont  fournies 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


y 


par  des  valeurs  approchées  des  racines  de  l'équation  (6), 


(•)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2'  série,  t.  XIX 
(novembre  1880). 
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de  la  forme 


t  —  V  **<)  X  ^  > 

ni r- 

pour  des  valeurs  pailles  de  n\  \2l  fig,  7  convient  au  cas 
où  To  et  Ti  sont  de  même  signe,  et  la  fig.  8  au  cas  où  To 
et  Ti  sont  de  signes  contraires.  Dans  \^fig'  8,  les  quatre 
branches  MN,  M'N',  M<N<,  M^N',  sont  fournies  par 
quatre  racines  différentes;  dans  laijig.  7,  au  conlraire, 
deux  racines  infiniment  petites  fournissent  les  quatre 
branches. 

Nous  allons  passer  maintenant  au  cas  où  la  direction 
multiple  des  points  à  Tinfini  est  autre  que  celle  de  Taxe 
desj)^.  (j4  suivre,) 


TUBORÉHES  SUR  LES  COURRBS  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  WEILL. 


Considérons  une  courbe  algébrique  représentée  par 
l'équation 

?/«  (^S  j)  H-  ?m-l  (-a:^,  7)  +  .  •  •  H-  ?o=  O. 

Cherchons  les  abscisses  des  points  où  elle  est  rencon- 
trée par  une  droite 

yz=:iax-\-  b\ 

Téquation  qui  donne  ces  abscisses  sera 

Désignons  par  Xi  ^x^-i  - .  .  ,Xto  les  racines  de  cette  équa- 
tion; la  somme  des  carrés  des  différences  de  ces  racines 
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prises  dnix  à  deux  esl 

(//i  — i)(j-i-+-.r,-h...-H.r,„)» 
—  2 m (.rj :z'j  H-  j-j .7-3  -f- . . .  )  =  A*. 

La  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des 
points  de  rencontre  de  la  sécante  avec  la  courbe  est 
égale  h  h'[i  4-  «^),  c'est-à-dire  à 


(I 


Nous  allons  tirer  quelques  conséquences  de  celte  for- 
mule. Elle  montre  d'abord  que  si  Ton  coupe  par  une 
droite  une  série  de  courbes  dans  lesquelles  les  termes  de 
degré  le  plus  élevé  m,  ainsi  que  les  termes  de  degré 
(m  —  i)  et  (w —  a)  sont  les  mêmes,  la  somme  des  car- 
rés des  distances  mutuelles  des  points  où  la  sécante  ren- 
contre chacune  des  courbes  est  la  même.  Clierchons  les 
courbes  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  distances 
mutuelles  des  points  de  rencontre  avec  une  série  de  sé- 
cantes parallèles  reste  la  même;  il  faudra,  dans  la  for- 
mule, annuler  le  coefficient  de  A*  et  celui  de  è.  On  a  alors 
les  relations 

(  m  —  I  )  (  o„,y  —  m  o,„  cp;,  —  o, 
(m  —  1  ) ©;„ o,„  -,  —  m o,„ ©;„_,  -=  o. 

On  en  déduit 

?/«-i^^c(A-x +  />•)—>. 

Par  une  transformation  de  coordonnées,  on  peut  rame- 
ner l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

r"*  -H  cp,„-,(x,  j')  4-  ...  —  o. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
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Théouème.  —  Lorsque  V équation  d'une  courbe  peut 
se  ramener  à  la  forme 

la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
oit  une  sécante  rencontre  cette  courbe  reste  constante 
quand  la  sécante  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 
Les  courbes  dont  l'équation  réduite  est  de  la  forme 
indiquée  sont  les  seules  qui  Jouissent  de  cette  propriété 
géométrique. 

Remarque,  —  On  peut  observer  que,  pour  les  courbes 
dont  il  s'agit,  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
où  une  sécante  quelconque  rencontre  la  courbe  est  sur 
une  droite  fixe. 

Si  Ton  cherche  les  conditions  pour  que  la  somme  des 
carrés  des  distances  des  points  où  une  sécante  rencontre 
une  courbe  soit  nulle,  on  trouve,  d'après  la  formule  éta- 
blije  plus  haut,  qu'il  faut  que  l'on  ait  pour  forme  réduite 
de  l'équation  de  la  courbe 

7'«  -f-  o^_3  (x,  r  )  -h . . .  —  o, 

et  l'on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  courbe  dont  l'équa- 
tion réduite  est 

y'"'  -h  o,„_3 (a:,  j)  4- ...  —  o, 

la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
oit  une  sécante  quelconque  rencontre  la  courbe  est  tou- 
jours nulle,  et  c'est  la  seule  courbe  jouissant  de  cette 
propriété. 
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EXERCICES  DE  GALGIII  ALGEBRIQUE; 

Par  m.  s.  REALïS. 


1 .  Question.  —  Désignant  par  P  la  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux,  et  par  n  un  entier  positij 
quelconque,  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  le 
nombre  9  P'*  'est  la  somme  de  trois  carrés,  premiers 
entre  eux  par  rapport  à  P. 

Solution.  —  Soit  P  =  p^  _|_  ^2     Qh  ^^  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  /i, 
9P   =,(^9.p~{-qy--^[^{p--qY-\-{p^iq)\       • 
9  P*=i  4  (P'-^pg—g^Y-h  4  (/?*  —  2pq  —  qy-h  (p^'-h^pq—q^Yy 
9  P»  =z  (  2/?'  -h  3p^q  —  6pq^  _  ^8  )t  4-  4  (pï  _  Sp^g  —  Spgt  ^  q%  y 

4-  (/>«  4-  6/>»7  —  Zpq^  —  2  çr')«, 
9  P*  =  4  (/?*  -h  'ip^q  —  6/?*(7*  —  2 pq^  -f-  </*  )* 

H-  4  (/>*  —  4/?'7  —  6/)*7'  H-  4/>7^  -H  7*  )* 

9  P5=i  (2^9^-1-  5/>*<7  —  'xop^q^ -—  lop^q^  -^  lopq^ -^  q^y 

-I-  4  (/>^ —  ^P^g  —  lO p^q^-\~  io/?Vy^-+-  5/7^*  —  ^^)' 
4-  (/^'*4-  io/>*7  —  lop^q^ —  20/>*7^4-  ^pq'^-h  2^*)*, 

La  formule  générale,  constituant  la  solution  de  la 
question  proposée,  est  comme  il  suit. 

Soient  /2,  /Z|,  /}2,  n^,.  .  .  les  coefficients  binomiaux^ 
en  sorte  que 

(H-i)«=:H-n  4- Wi4-  /i2-h  ...  4-  /Il  4-  n  4-1, 

et  soit  fait,  pour  abréger, 

Q  z=  2/7" 4-  np"-^q  —  'in^p^-^q^—  n^p'^-^q^-hin^p'^-^q^-^  . . ., 
R  !=/>«—-  np'^-^q  —  n^p^^-^q^-h  n^p'^'^q^-h  n^p^^-^q^-h  . . ., 
S  — />«-h  2/^/>'*-ïy  —  Hyp"  -^q^—  'iHip^'^q^-i-  n^p'^'^q^ -^  ...  ; 
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ou  aura,  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n, 

Note.  —  Pour  éviter  tout  malentendu  dans  l'applica- 
tion de  la  formule  générale,  nous  ajouterons  les  observa- 
tions suivantes  : 

1^  Dans  les  polynômes  Q  et  S,  les  signes  des  deux 
premiers  termes  sont  positifs,  ceux  des  deux  termes  sui- 
vants sont  négatifs,  ceux  du  cinquième  .et  du  sixième 
termes  sont  positifs,  et  ainsi  de  suite,  en  alternant  de  deux 
en  deux  termes.  Dans  le  polynôme  R,  le  signe  du  pre- 
mier terme  est  positif,  ceux  des  deux  termes  suivants 
sont  négatifs,  ceux  du  quatrième  et  du  cinquième  terme 
redeviennent  positifs,  et  ainsi  de  suite. 

a°  Dans  le  polynôme  Q,  les  coefficients  n^m+\i  d'in- 
dice impair,  sont  multipliés  par  2^  de  même,  dans  le 
polynôme  S,  pour  les  coefficients  n^m^i  d'indice  pair. 
Dans  Tcxpression  de  R,  les  coefficients  w,  /ij,  n^^  ...  se 
suivent  tels  qu'ils  se  présentent  dans  le  développement 
du  binôme,  au  signe  près. 

La  vérification  de  la  formule  en  question  est  un  utile 
exercice  que  nous  proposons  aux  jeunes  élèves.  On  peut 
y  procéder  de  deux  manières,  savoir  :  en  constatant  di- 
rectement qu'il  y  a  identité  entre  les  deux  membres 
développés,  ou  bien  en  faisant  voir  que,  si  la  relation 
subsiste  pour  une  valeur  donnée  de /i,  elle  subsiste  encore 
pour  les  valeurs  /t  4-  1 ,  /t  -f-  2, .  . . . 

2.  Changeons,  dans  les  identités  ci-dessus,  q  en 
ij  yj —  1  \  il  nous  viendra 

9  (P*-  7')  --=  (2/^+  7  v'^)-  4-  4  (y?  —  <7  v'^)'  -+-  (/^  +  2  7  v'^)*' 

et 
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jjf^  /,  p"^  q^\  }jI'\  (f"  étant   déterminés   directement   en 
fonction  de  /?  et  ^. 

Moyennant  des  valeurs  convenables  de/?  et  y,  l'ex- 
pression p^  —  q^  peut  représenter  tout  nombre  impair 
donné-,  on  a  donc  ce  théorème  que  :  la  puissance  n'^™<f 
d'un  nombre  impair  quelconque,  étant  multipliée 
par  9,  est  la  sommée  des  carrés  de  trois  nombres  entiers 
complexes^  que  l'on  peut  déterminer  directement. 

En  partirulicr 

9(2/>~l)=r[2/>  +  (/.-l)v/=Tr-4-4[/>-(/>-l)v/=^? 
+  [«>  +  2(/?  — Oy/^P, 

9(2/?— i)'z=z4[(2^^— 2/?-hi)+/?(/?  — Qy/^^ 
-h  4[(2/?«—  2^  -+- 1)  —  2/>  {p  —  Ov^—iJ'* 

-f-  [(2/)'—  2/>  -+-  l)  -+-  4/>  (/>  —  i)  V/^J^- 

L'identité 

en  y  désignant  par  x  un  nombre  entier  quelconque, 
exprime  une  proportion  plus  générale,  à  savoir  que  : 
tout  nombre  entier  est,' par  une  décomposition  directe, 
la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  rationnels  com- 
plexes. 

On  peut  aussi  écrire 


ûTJS  z 


3.3 


r.r-i-5       x  —  z   I 1» 


Nous  n'avons  pas  besoin  de  rappeler  que  Ton  entend 
par  nombre  rationnel  complexeV  expression  a-\-b  y/ —  i , 
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dans  laquelle  a  et  b  sont  des  quantités  rationnelles.  Si 
a  et  b  ont  des  valeurs  entières,  la  même  expression 
prend  le  nom  de  nombre  entier  complexe. 

3.  Des  relations  inscrites  au  n^  1,  on  passe  facilement 
aux  suivantes  : 

i8P  ^{^p-gy+agy-^-i^p-^qyy 

i8  P«  =  (3^*-  2pq  —  3^«)«4-  {Spçy  -+-  {3p^--2pq  —  3^*)*, 
i8P>z=:(3/>3-3/7*^-9/77«-h^^)«  +  [4^(3/?î-^^)]' 

+  (3^'  +  3/>V-9/>^'-^')S 
i8  F*  =  (3/?*—  ^p^g  —  i8/>V+  4/?^'+  ^g'y 

-^[^^pgip'-g')]' 

-+-  (3/?*-h  4/?'^  —  i8/?V/—  4/><7'—  37*)«, 
1 8  P»  — -  (  3p^  —  5/>*(7  —  3o/?'<7«  -h  1  ojy*^'^  + 1 5pq^  —  çr«  )« 
+  [4^(5/?*—  io/?-^/'+7*)P 
H-  ( 3/>*  -I-  Sp^g  —  3o/>'<7'  —  io/?'<7'^  +  i5pg^ -+-  g^y, 

dont  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  formuler  la  loi. 
Elles  renferment,  comme  on  voit,  la  solution  d'une 
question  analogue  à  la  précédente. 

On  obtient  ici,  en  particulier,  l'identité  assez  remar- 
quable 

2(6/>~i)^[j.--(3p-i)v/ir7p+(4^)«+[;,  +  (3j.-i)vC:TP, 

comprise,  du  reste,  dans  la  formule 
2g{6p^g)=.[p^{3p-qW~iY^{ipy^[p-^{3p-g)^^'=^'- 

4.  On  a,  par  identité, 

P  et  R  étant  les  mêmes  quantités  que  ci-dessus  (n**  1), 
et  T  se  déduisant  de  R,  par  le  changement  de  g  en  — g. 
Ecrivant 

9P''-:-4R'^-4T2^-P^ 
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il  en  résulte,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair,  une 
nouvelle  solution  de  la  question  considérée  au  n**  1 . 
Il  se  présente  ici  l'égalité  évidente 

2  (2/>  —  i)  z=z  [/?  —  (/>  —  ,)^'ZriY  ^\^p  -}-(/?  —  i)v'^]% 

par  où  le  double  de  tout  nombre  impair  est  représenté 
par  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  complexes  con- 
jugués; et  Ton  a,  de  même, 

2.3(2/>— l)  =  [(/?4-l)  — (/?~2)v=^]V[(/>-hl)-h(/?--2)v^^]% 
2(2^  —  1)  (2/?—  l)=z  [(/?  +  A  —  i)  —  (/?  --h)  sJ—lY 

ou,  sous  forme  plus  simple, 

So^y  ^  [(a:  +  V)-- ( j:  ~- y)  V/^]' 4- [(OT  +  j) -h( J? --/)  \/^=n^]". 

5.  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  généra- 
lisés à  différents  points  de  vue,  ce  qui  fournira  de  nou- 
veaux sujets  d'exercices  pour  les  élèves. 

Nous  nous  bornons  ici  à  remarquer  que  les  formules 
relatées,  étant  de  simples  identités  algébriques,  sont  in- 
dépendantes de  toute  hypothèse  préalable  à  Tégard  des 
quantités  p  ai  (j.  Les  formules  générales,  où  n  reste  in- 
déterminé, sont  même  indépendantes  de  la  condition 
que  n  soit  un  entier  positif,  puisque  les  relations  éta- 
blies entre  les  coefficients  binomiaux  tî,  /2<,  ^2,  ^3,  . . . 
ressortent  des  opérations  à  faire  pour  la  vérification  des 
mêmes  formules,  et  ne  sont  pas  une  conséquence  de  l'hy- 
pothèse que  n  soit  entier  et  positif.  Il  suffit  donc,  pour 
que  l'égalité  subsiste  entre  les  deux  membres  de  chaque 
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lormule  générale,  que  les  développements  en  série  soient 
convergents.  Or,  lorsque  n  n*est  pas  un  entier  positif,  les 
séries  illimitées  Q,  R,  S,  T  sont  visiblement  conver- 
gentes, toutes  les  fois  que  le  développement  de  P'*  est 
lui-même  convergent. 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  générale  du 
n®  4,  relative  à  la  décomposition  de  aP"  en  deux  carrés, 
et  écrivons 

P»  =;,«»  (^1  +  n|!  +  «,  1^  +  «,|;  +  . . .)  =;,'»?', 

T=^»(.+„z_„.z;_„.2!-H...)=;,.T'. 

où  Ton  suppose  p^"^  t^^.  La  relation 

2P'=:IV«-hT'« 

aura  lieu  identiquement  entre  les  quantités/:?  et  y,  quelle 
que  soit  la  valeur  réelle  de  /z  ^  il  en  sera  donc  de  même 
à  l'égard  de  la  relation 

aP^zuR^  +  T», 

que  nous  avons  rapportée  ci-dessus,  en  y  considérant  n 
comme  entier  et  positif. 


SIR  LE  MOUVEMENT  VERTICAL  D  UN  POINT  PESANT 
DANS  UN  MILIEU  RÉSISTANT; 

Par    m.    Maurice    D'OGAGNE, 
Élève  de  l'École  Polytechnique. 


1 .  On  sait  que  la  loi  du  mouvement  vertical  d'un  point 
pesant  dans  un  milieu  résistant  est  différente  selon  que 
le  mouvement  est  descendant  ou  ascendant. 
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Cette  Note  a  pour  but  de  faire  connaître  une  pit>priété 
commune  à  ces  deux  mouvements.  Cette  propriété  n'est 
autre  que  l'expression  de  la  loi  qui  lie  les  espaces  par- 
courus par  le  mobile  dans  des  temps  égaux. 

Nous  supposons  la  résistance  du  milieu  ambiant  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse. 

2.  Mouvement  descendant,  —  Considérons  les  espaces 
successifs  parcourus  parle  mobile  pendant  des  intervalles 
de  temps  égaux  t.  Soient  ««_!  et  an  deux  de  ces  espaces 
consécutifs.  En  appelant  g  l'intensité  de  la  pesanteur 
dans  le  vide,  K  la  constante  de  résistance  du  milieu  con- 
sidéré, nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  e  '^'  -f-  e  "^^  est  constante  et 
indépendante  de  la  vitesse  initiale  du  mobile. 

En  appelant  Vq  la  vitesse  initiale  du  mobile,  on  sait 
que  la  loi  du  mouvement  descendant  est  donnée  par  la 

formule 

fîL  -il 

3  —   —  log  -—^^ ^. , 

que  nous  pourrons  écrire 

f£        i!  -C 

g 
Nous  poserons,  pour  simpliGer  l'écriture,  e*=£,  et 

cette  formule  deviendra 


(I  )  2K£»^=  £'(K  --h  To)  -h  E-'(K  -  To). 

Si  2:  et  £  sont  pris  pour  représenter  l'espace  et  le 
temps  correspondant  au  point  de  séparation  des  segments 
«/i-<    et  «„,    nous  [avons,   par   application    de  la    for- 
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mule  (i), 

ci 

Additionnons  ces  deux  dernières  égalités  membre  k 
membre;  il  nous  vient 

2KU       ^       -ht    ^     ) 

ou 

2k{z~'^''~-\-  e"^ jrzz[E'(K  H-  i^'o)  +  s-'(K  -  ro)](£'-h  ê-^- 

Divisant  cette   égalité    par  l'égalité   (i),    membre  à 
membre,  nous  avons 

£      K        _^.    K 

, =:  £^-}-  £-f, 


ou 

6       k    _|_£K:_jt. 

ou  encore 

X»        K*     _4_ /»  K-  — ^1 


La  valeur  du  second  membre,  ne  dépendant  que  de 
quantités  fixes,  est  constante.  De  plus,  la  valeur  de  cette 
constante  est  indépendante  de  la  vitesse  initiale  Vq.  Le 
théorème  est,  par  suite,  démontré. 

Remarque.  —  En  appelant  a  Tespace  parcouru,  au 
bout  du  temps  t,  par  le  mobile,  à  partir  de  sa  position 
initiale,  lorsqu'on  le  laisse  tomber  sans  lui  imprimer  de 
vitesse,  on  a 


{  ^^>9  ) 
On  a  ainsi  une  nouvelle  expression  de  la  constante 

3.  Mou^femeni  ascendant,  —  En  conservant  aux  di- 
verses lettres  la  même  signification  que  dans  le  numéro 
précédent,  on  a  encore  : 

Théoueme.  — La  sommée  ^'  -he*^'  est  constante 
et  indépendante  de  la  vitesse  initiale  du  mobile. 

On  sait  que  la  loi  du  mouvement  ascendant  est  don- 
née par  la  formule 

^^y'^^s k • 

que  nous  pouvons  écrire 

(2)  Ke'^'^irosîn^-h  Kcos^-  • 

Si  z  et  «  sont  pris  pour  représenter  l'espace  et  le 
temps  correspondant  au  point  de  séparation  des  seg- 
ments flfn_,  eta„,  parcourus  consécutivement  par  le  mo- 
bile dans  le  temps  r,  nous  avons,  d'après  la  formule  (a), 

Ke     ^'     —  rosingr(^  — t) -hKcosÇr(^  — t), 
et 

Ke    ^'    ir:  i'osin^  (/-ht) -f-Kcos^(/-hT). 

Additionnant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 
nous  avons 

Kve     ^'      -^e    ^'     )=2rosin~-cos^ -I-2K  cost^cosv- 
^  ^  "        K         K  K        K 

Divisons  cette  dernière  égalité  par  l'égalité  (  v.  )  membre 


rrz  2  ces    ,. 

K 


(  ^'O  ) 

à  membre ,  il  nous  vient 


K 


on 


*^'   -h  c  *^*  =  2  ros  ' 


K 


La  valeur  du  second  membre,  ue  dépendant  que  de 
quantités  fixes,  est  constante.  De  plus,  la  valeur  de  cette 
constante  est  indépendante  de  la  vitesse  initiale  Vo.  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

Nous  mettrons  cette  constante  sous  une  forme  qui  se 
rapprochera  plus  de  celle  que  nous  avons  obtenue,  dans 
le  cas  du  mouvement  descendant,  en  remarquant  que 

2cos^  zi^e^       4-  e    *" 

Al 

4.  Résumé.  —  En  définitive,  lorsqu'un  point  pesant  se 
meut  verticalement  dans  un  milieu  résistant,  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  on  a 

la  constante  C  étant  indépendante  de  v^. 
Posant,  d'une  manière  générale, 

nous  écrirons  la  formule  précédente 
I 


Nous  avons  donc 


H-E„=:C. 


d'où 

De  même, 


(  ^>'  ) 

J 

K 


E,=:C-Jt- 


E,  =  C-^-=C 


et  encore 

E*=C ' 


C- L 


Nous  voyons  ainsi  comment  sont  liés  E,i  etE|,  et  par 
suite  a.^  et  a^. 


COKGOURS  D'ADMISSION  A  L'IiGOLB  NAVALE  EN  1880. 


Composition  de  Géométrie  et  Statique, 

1°  Géométrie,  —  Exposer  brièvement  la  suite  des 
théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure  du  volume  d'un 
parallélépipède  quelconque;  faire  ressortir  Tenchaine- 
ment  de  ces  propositions;  insister  sur  ce  qu'on  entend 
par  la  mesure  d'un  volume. 

Comme  application,  calculer  le  poids  d'un  parallélé- 
pipède rectangle  dont  la  hauteur  A  =  i",352,  dont  la 
base  B=  2™*',  36524,  et  dont  le  poids  d'un  décimètre 
cube  est  o''6,66i. 

2"  Statique.  —  Soit  un  triangle  équilatéral  pesant 
ABC,  dont  le  côté  est  égal  à  a,  et  qui  n'est  susceptible 
de  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical.  Au  milieu  M 
du  côté  AB,  on  attache  un  fil  de  longueur  OM  ==  /,  dont 
l'autre  extrémité  est  fixée  en  un  floint  O  d'un  mur  ver- 
tical VV-,  la  t(!nsion  du  fil  donne  lieu  à  une  force  T  ap- 


(  ">'•'*  ) 

pliquée  en  M  au  triangle  ABC  dans  la  direction  de  MO; 
le  sommet  A  s'appuie  sans  frottement  sur  le  mur  verti- 


cal VV,  c'est-à-dire  que  la  réaction  du  mur  donne  Heu 
à  une  force  normale  N,  appliquée  au  sommet  A. 

On  demande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du 
triangle  ABC. 

Tracé  graphique. 

Etant  donnés  un  point  (a,  a')  et  une  droite  (B,B')y 


\B' 


X 


\9     P 

X7 


4 

dont  les  positions  sont  déterminées  comme  il  suit 

aa==:o",020,     a/?zz:o™,oo35,     Pr=56*,3o, 

aa'rr::  0**^,o5o,       a/7  r=  o™  ,OI  55,       Q  rzz  60», 


(  5.;i  ) 

1°  Mener  par  le  point  (aa!)  une  droite  (XX')  pcrpen-  ! 

dieulaire  à  la  droite  (BB')  et  faisant  avec  la  ligne  de  terre  I 

un  angle  o  ^=:  49^  ; 

a**  Construire  la  plus  courte  distance  de  la  droite  (BB') 
et  de  la  droite  (  XX')  ; 

3®  Construire  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les 
deux  droites  (BB'),  (XX')  un  parallélépipède  rectangle, 
dont  les  côtés,  pris  respectivement  le  long  de  (BB^)  et 
de  (XX'),  aient  pour  longueurs  o™,  o3o  et  o",o35. 

Remarque.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions  ; 
on  choisira  celle  des  droites  (XX')  qui  est  la  moins  in- 
clinée sur  le  plan  horizontal,  et  pour  parallélépipède 
celui  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

Composition  d^ Arithmétique,  d' Algèbre  et  de  calcul 
de  Trigonométrie  rectiligne. 

1"  Arithmétique.  —  Calculer  le  volume  qu'occupent 
565*^^  en  pièces  d'argent  de  a*^^  et  de  i*^^,  sachant  que  la 
densité  de  l'argent  est  10, 47»  et  que  celle  du  cuivre  est 
8,95. 

a°  Algèbre.  —  Etant  données  Téquation  du  second 
degré 

7*  -i-(i  —  e')a?*z=a*(i  — e*) 

dans  laquelle  a  et  e  sont  des  constantes,  e  étant  plus  petit 
que  I ,  et  aussi  les  deux  relations 

a?=:ae-h  rcosV, 
y  ^=^r  sin  V, 

dans  lesquelles  r  et  V  sont  deux  nouvelles  variables, 
exprimer  le  plus  simplement  possible  r  en  fonction  de  V, 
et  déterminer  les  valeurs  de  V  pour  lesquelles  r  atteint 
ses  valeurs  maxima  et  minima. 
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(  ^'4  ) 

3°  Calcul  numérique  de  Trigonométrie; — On  donniî 
dans  le  triangle  ABC 

a:=L  857™, 649» 
c  =  7o3">,625, 
Bz^39*47'56'. 

Calculer  les  autres  éléments  et  la  surface. 


PROPOSITIONS) 

Par  m.  LIONNET. 


I.  L'unité  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la 
somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

II.  Dix  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  deux  impairs  consécutifs. 

III.  Un  et  cinq  sont  les  deux  seules  sommes  consécu- 
tives de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs  dont  le  produit 
égale  une  somme  de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs.  1 

IV.  Quand  un  nombre  triangulaire  T  égale  le  produit 
de  deux  entiers  consécutifs  dont  le  plus  petit  est  double 
d'un  triangulaire,  4T  +  i  est,  ainsi  que  sa  racine  carrée,  1 
la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs.                         | 

Il  en  résulte  que,  pour  T  =  o  et  T  =  6,  i  et  5  sont, 
ainsi  que  leurs  carrés,*  la  somme  des  carrés  de  deux  en- 
tiers consécutifs.  On  démontre  facilement,  avec  ou  sans 
l'emploi  des  imaginaires,  que  i  et  5  sont  les  seuls  nom- 
bres premiers  ayant  cette  double  propriété  ;  et  de  même 
pour  I  et  i3  qui  sont,  ainsi  que  leurs  bicarrés,  la  somme 
des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs.  Mais  on  ignore 
encore  si  un  ou  plusieurs  nombres  composés  ont  l'une  de 
ces  doubles  propriétés. 


(  5i5  ) 

V.  Aucun  produit  1.3.5.7.9...  ^^  plusieurs  im- 
pairs consécutifs  n'est  égal  à  un  nombre  entier  élevé  à 
une  puissance  d'un  degré  supérieur  à  Tunité. 

VI.  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont 
la  somme  ou  la  différence  des  cubes  soit  égale  au  carré 
d'un  nombre  entier. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  BANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1272 

(  Tolr  a*  ferle,  t.  XVII,  p.  ase;)  ; 

Par  un  ANONYME. 

Dans  un  tétraèdre  ABCD  dont  les  faces  sont  équwa- 
lentes  : 

1°  Les  faces  sont  égales; 

2**  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  coïncide  auec 
les  centres  des  sphères  inscrite  et  circonscrite,  et  d'une 
sphère  à  la  fois  tangente  aux  quatre  hauteurs  du 
tétraèdre  et  aux  perpendiculaires  menées  à  chaque 
face  par  le  point  de  concours  de  ses  hauteurs, 

(COTTEREAU.) 

J'établirai  d'abord  le  lemme  suivant  : 

1.  Soient  XY,  X'Y'  deux  droites,  non  situées  dans 
un  même  plan,  et  PP'leur  perpendiculaire  commune (*). 
Si  Ton  prend  sur  l'une  de  ces  deux  droites,  par  exemple, 
sur  XY,  à  partir  du  point  P,  où  XY  est  rencontrée  par 
FF,  des  distances  égales  PA,  PB,  les  points  A,  B,  ainsi 

(•)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


^  I 


(5.6) 
déterminés,  seront  également  distants  de  l'autre  droile 

Démonstration.  —  Du  point  P  je  mène  une  parallèle 
xy  à  XY,  et  des  points  A,  B  des  perpendiculaires  A  a, 
6&  à  xj.  Ces  perpendiculaires  sont  parallèles  et  égales 
à  PF  :  on  a  donc  Va  =  Pb  et  Aa  =  BA. 

La  droite  PF  étant  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
droites  xy^  X'Y',  il  en  est  de  même  des  parallèles  Aa, 
Bi,  à  PF.  Il  s'ensuit  que,  si  a',  A' représentent  les  pro- 
jections de  a,  b  sur  X'Y',  les  droites  Kal  et  ^V  seront 
perpendiculaires  à  X'Y'. 

Or,  au'  =  bb\  puisque  F  est  le  milieu  de  ab ,  et 
Aa  =  B£  :  donc  les  triangles  rectangles  Aaa',  6i6'  sont 
égaux,  par  conséquent  Aa'  =  B&'",  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

2.  Inversement,  si  les  distances  A  a',  B&' des  points 
A,  B  à  X'Y'  sont  égales  entre  elles,  les  points  A,  B  se- 
ront également  distants  du  point  P.  Car  il  est  facile  de 
voir,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'inégalité  des  dis- 
tances PA,  PB  entraine  celle  des  distances  Au',  Bi'. 

INous  allons  faire  application  de  cette  réciproque  à 
la  proposition  1272. 

3.  Désignons  par  MN  la  perpendiculaire  commune  à 
deux  arêtes  opposées  AB,  CD  du  tétraèdre  considéré  (  *  ). 
Les  triangles  ACD,  BCD,  de  même  base  CD,  étant  par 
hypothèse  équivalents,  ont  nécessairement  des  hauteurs 
égales;  ainsi,  les  deux  points  A,  B  de  AB,  sont  équi» 
distants  de  la  droite  CD  :  donc  le  point  M  est  le  milieu 
de  l'arête  AB.  De  même  N  est  le  milieu  de  CD.  Ainsi, 
dans  un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  équivalentes,  la 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(5.7  ) 
droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  est 
perpendiculaire  à  ces  deux  arêtes. 

Si  P  et  Q  sont  les  milieux  de  deux  autres  arêtes  op- 
posées AD,  BC,  les  deux  droites  MN,  PQ  diagonales  d'un 
parallélogramme  MPNQ  se  couperont  mutuellement  en 
parties  égales  en  un  point  O,  qui  sera  également  dis- 
tant des  quatre  sommets  A,  B,  C,  D,  parce  qu'il  appar- 
tient à  des  droites  perpendiculaires  aux  milieux  des 
arêtes  AB,  AD,  DG,  BC.  Dans  les  triangles  rectangles 
OMA,  ONG,  on  a  OA  =  OG,  et  OM  =  ON,  d'où 
MA  =  NG,  AB  =  GD^  donc,  dans  un  tétraèdre  dont  les 
faces  sont  équivalentes,  les  arêtes  opposées  sont  deux 
à  deux  égales  entre  elles,  et  par  conséquent  : 

i"  Les  faces  sont  égales,  comme  ayant  leurs  trois  côtés 
égaux  chacun  a  chacun^ 

a^  Le  point  O  milieu  de  MN  est,  comme  on  sait,  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Ses  distances  aiix  faces 
sont  respectivement  égales  aux  quarts  des  hauteurs  cor- 
respondantes du  tétraèdre.  Mais  les  faces  étant  équi- 
valentes, ces  hauteurs  sont  égales  entre  elles  :  donc  le 
point  O  est  équidistant  des  quatre  faces,  c'est-à-dire 
qu'il  coïncide  avec  le  centre  de  la  sphère  inscrite.  L'éga- 
lité des  droites  OA,  OB,  OG,  OD  montre  qu'il  coïncide 
aussi  avec  le  centre  de  la  sphère  circonscrite. 

Soient  : 

AH  la  hauteur  du  tétraèdre,  menée  du  sommet  A  ^ 

OF  perpendiculaire  sur  AH,  et  par  conséquent  parallèle 

au  plan  BGD; 
o  la  projection  de  O  sur  le  plan  BGD,  ou  le  centre  du 

cercle  circonscrit  au  triangle  BGD; 
g  le  point  d'intersection  de  la  droite  AO  prolongée,  et 

du  plan  BGD,  ou  le  centre  dé  gravité  du  triangle 

BGD; 
//  le  point  de  concours  des  hauteurs  de  BGD; 


(  5.8) 
G  le.   point  où  la  droite  OF  est  rencontrée  par  la  per- 
pendiculaire au  plan  BCD,  élevée  au  point  h. 

D'après  des  propositions  connues,  on  a  oh  =  Z.og  et 
oH  =  3.0^,  d'où  oh  =  oH,  et  OG  =  OF. 

Mais,  dans  le  triangle  rectangle  AOF,  l'hypoténuse 
OA  est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre, 
et  le  côté  AF  =  f  AH,  conserve  la  même  grandeur  pour 
chacune  des  quatre  hauteurs  du  tétraèdre^  il  en  est,  par 
conséquent,  de  même  de  OF^  donc,  la  sphère,  dont  O  est 
le  centre,  et  OF  =  OG,  le  rayon,  est  à  la  fois  tangente 
aux  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  et  aux  perpendiculaires 
élevées  aux  faces  par  les  points  de  concours  de  leurs  trois 
hauteurs. 

Note.  —  La  même  queslion  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1283 

(  Toir  2*  série,  t.  XVII,  p.  Uk); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

D'un  point  P  pris  sur  la  tangente  en  C  à  un  cercle^ 
on  mène  une  sécante  PAB  telle  que  la  surface  du 
triangle  ABC  soit  maximum;  trousser  l'enveloppe  de 
cette  sécante  quand  le  point  P  se  meut  sur  la  tangente, 

(  Fàuquembergue.) 

Je  prends  la  tangente  pour  axe  des  /,  et  le  diamètre 
du  point  de  contact  pour  axe  des  x. 
Soient 

a?'  H-  X*  —  2  ÛLF  =  O 

Téquation  de  la  circonférence,  et 

y  zrz  mx  -h  p 

celle  de  la  sécante  issue  du  point  P. 

En  appelant  x<  ^ji  ;  X2,j>  2  les  coordonnées  des  points 


t 
(  ^>«9  ) 
d'intersection,  on  a 

S.ABC  =  {(xj7,— 7,j?5) 

=  \  [^1  (mj?, H-  p)  --  or,  (ma:,  -h  p)]  =  i  p(,r,  —  x^). 

Xf  et  X2  sont  les  racines  de  l'équation 

(i  -h  m') JF*  —  2 (a  —  m P)d?  H-  P' =  o, 
d*où 


_  a  —  m^^s/a*—  p^— 2g/wp 

•27  —  • 

I  -h  m* 
et  par  suite 

c       Pv/«*— P*— 2«w3 

o  —  s J 

I  -h  m^ 

en  donnant  au  radical  le  signe  de  ^. 

Egalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  m,  on  a 

g,_  P[3ap/n«— 2(a'—  p')m  — gp]  __ 

ou 

3apm«  ~-2(â«—  p*)m  — ap=:o, 
d'où 


rt»— p*±v/«*-ha»3'-hp* 

m= 5 — 

3ap 

Pour  m  =  o,  la  dérivée  étant  de  signe  contraire  k  j3,  il 
faudra  prendre  le  signe  inférieur  ou  le  signe  supérieur, 
suivant  que  p  sera  positif  ou  négatif. 

En  reportant  cette  valeur  de  m  dans  l'équation  de  la 
sécante,  on  a,  en  chassant  le  dénominateur, 

(a?  — 3a)p*-+-3aPj  — a«arm  ±^V/a*4-a*p«-f-  p*. 

On  aura  l'équation  de  l'enveloppe,  en  éliminant  j3  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  p, 

,  o     ^o         o  =t.7;(rt'-p-4-2p») 


(    520    ) 

ce  qui  conduit  à  Téquation 

(3  V* — a7*-f-  2aj?)'(3a  —  aj:)* 

=  j* ( 3 xf*  —  07*  —  3 aj*  H-  5 a.r'  —  6a' a:)'. 

La  courbe  est  du  huitièine  degré,  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  Cx.  L'origine  est  un  point  quadruple.  Mais  il 
faut  remarquer  que  l'équation  représente  non  seule- 
ment l'enveloppe  demandée,  mais  aussi  celle  de  la  ligne 
qui  correspond  à  la  valeur  de  m  qui  donnerait  pour  la 
surface  un  minimum  algébrique. 
Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 


Question  1343 

(Toir  «*  gérie,  t.  XVIII,  p.  144  ); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P.  Soient  res- 
pectivement a,  P,  Y  les  points  oà  les  côtés  du  triangle 
rencontrent  les  droites  PA,  PB  et  PC.  On  suppose  que 
les  droites  menées  par  les  points  a,  jî  ef  y  perpendicu- 
lairement aux  côtés  BC,  CA  et  AB  se  coupent  en  un 
même  point  M.  Déterminer  :  i^  le  Heu  décrit  par  le 
point  P  ;  7.^  le  lieu  décrit  par  le  point  M. 

(Lagverrb.) 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangle  de  référence, 
et  soient 

a  =  o,      P  =  o,     Y  =  o 

les  équations  des  côtés  BC,  CA,  AB;  celles  des  droites 
PC,  PB,  PA,  qui  passent  par  un  même  point,  seront  de 

lu  forme 

/  aa— -  ^^mo, 

(  CY  —  aa  =  0. 
L'équation  de  la  perpendiculaire  à  AB,  au  point  où  AB 


(5..   ) 
est  rencontré  par  PC,  est  de  la  forme 

aoL  —  b^  -h  n^  =  o. 

La  condition   pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  AB 
(Y=:  o)  est 

n-^b  cosA  —  a  cosB  =  o, 
d'où  # 

11-=.  a  cosB  —  b  cosB, 

et  l'équation  de  cette  perpendiculaire  devient 

ai. —  63-1-  (acosB  —  6cosA)y  ^=o, 

,  de  mémo 

(2)  i 
'  b^ — C7-h(6cosC  —  ccosB)a  =  o, 

C7  —  aa  4-  (c  cosA  —  acosG)p  =  o 

sont  les  équations  des  deux  autres  perpendiculaires. 

La  condition  pour  que  ces  trois  droites  concourent  en 
un  même  point  est 

a  — b  acosB — 6cosA 

(3)  6cosC — ccosB  b  — c 

— a  ccosA— acosC  c 

On  aura  l'équation  du  lieu  du  point  P  en  éliminant 
rt,  i,  c  entre  cette  équation  et  les  équations  (1).  Celles- 
ci  peuvent  s'écrire 

a b c 

I        I        I 
â        p       Y 
Remplaçant,  dans  le  déterminant  (3),  a,  £,  c  par  les 
quantités  proportionnelles 

I     1     I 

->  û'  ~> 

et  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

p  —a  pcosB  — acosA 

YCOsC— PcosB  Y  —  ?  "^1 

—  7  a  ces  A  —  YCOsC  a 


(4) 
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OU,  en  développant  et  réduisant, 

a*  sin'A(PcosB  —  ycosG) 

-h  p*sin*B(YCOsC  —  acosA)  -f-7*sin*C(acosA —  ?cosB)  =  o. 

Cette  équation  représente  une  cubique  passant  par  les 
trois  sommets  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle  ABC,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  du  point  M  en  élimi- 
nant a,  i,  c  entre  les  trois  équations  (2). 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 


a(a 

-t-ï 

cosB)  = 

6(p 

-^  Y  CCS  A), 

6(? 

-4- a  cosC)  = 

c(Y 

-h  acosB), 

c(ï 

+  P 

cosA)  = 

a  (a 

4-  pcosC). 

Multipliant  ces  équations  membre  a  membre,  suppri- 
mant le  facteur  abc  commun  aux  deux  membres  et  ré- 
duisant, il  vient 

^^^  (  a*(pcosB  — YCOsC) 
(5)  '. 

(      -h  P'(ycosC  —  a  ces  A)  H- Y*  (a  ces  A  —  ^cosB)  =  0. 

Le  lieu  est  encore  une  cubique  passant  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  par  le  point  de  concours  des 
hauteurs. 

On  reconnaît  a  priori,  et  l'on  vérifie  sur  l'équation, 
que  le  lieu  du  point  M  passe  encore  par  les  centres  des 
cercles  circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle  ÂBC^ 
les  points  correspondants  du  lieu  du  point  P  sont  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  les  points  de  concours 
des  trois  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de 
contact  sur  le  côté  opposé  du  cercle  inscrit,  et  de  chacun 
des  cercles  ex-inscrits. 

Note.   —  La   même  question  a   v.lé  résolue  par   MM.  GofTart  cl 
Pisani. 
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Question  1373 

(TOir  a'  série,  t.  XX,  p.  383): 

Par  m.  N.   GOFFART. 

6Ï,  d'un  point  O  d'une  circonférence^  on  abaisse  des 
perpendiculaires  OM,  ON  à  deux  côtés  d'un  triangle 
inscrit,  la  projection  du  troisième  côté  sur  MN  sera 
égale  à  ^IN.  (Ernest  Cesaro.) 

Soient  ABC  le  triangle  inscrit,  et  OM,  ON  les  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  O  de  la  circonférence 
sur  les  côtés  AB,  AC  respectivement  (*). 

Dans  le  triangle  OMN,  on  a 

MN  OM 


siiiMON  "sinOiNM 

ou,  parce  que  MON  =  A,  et  ONM  ==  OAM, 

MN  _      OM 
sinA  ~  sinOAM 

Le  triangle  OMA  étant  rectangle  en  M, 

Q^      -AO- 

sinOAM"" 

donc 

-^=:A0,     d'où    MN-AOsinA. 
sin  A 

L'angle  aigu  formé  par  BC  et  MN  est  égal  à 
B— AMN  =  B— AON=:B— 9o«-hAH-OAM=9oo-OBAnr 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.  Les  droites  BC,  MN  se 
rencontrent  en  un  point  P  qui  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée du  point  O  sur  BC. 

(')  Le  quadrilatère  OMBP  étant  inscripliblo,  Tangle 

MPB  r=  MOB  =9o°-OB\. 


(  5^4  ) 
il  s'ensuit  que  la  projection  de  BC  sur  MN  est  égale  a 
BC  sînOBA.  Mais  le  triangle  AOB  donne 

AO      _      AB  AB   _   BC 

sinOBA       sinAOB  ~  sinC        sinA 

donc 

BC  sinOBA  =  AO  sin  A, 

et  par  conséquent  la  projection  de  BC  sur  MN  est  égale 

à  MN. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Leblond  et 
Vielle,  élèves  au  lycée  du  Havre,  et  par  M.  Fauquembergue,  qui  a 
aussi  résolu  la  question  1345. 


Question  1374 

(  Tolr  a'  ferle ,  t.  XX.  p.  .I84  ); 

Par  m.  N.  GOFFART. 

On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un  triangle 
ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe;  trouver  le  lieu  géomé- 
trique  des  points  de  l'espace  d'oii  les  trois  côtés  sont 
DUS  sous  des  angles  droits. 

On  suppose  que  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

Considérons  Tune  des  positions  ABC  du  triangle,  et 
soient  AA',  BB',  CG  ses  trois  hauteurs  qui  se  rencon- 
trent au  point  O.  Conservons  les  notations  habituelles, 
et  désignons  par  a,  P,  y  les  longueurs  OA,  OB,  OC. 

Par  les  sommets  A,  B,  C,  menons  respectivement  aux 
côtés  opposés  les  parallèles  B^jAC',  A'^BC,  B^'C  A"  :  on 
obtient  un  triangle  A'^B^C"  semblable  à  ABC,  dans  le 
rapport  de  similitude  2.  Si  donc  d  =  2r  est  le  diamètre 
du  cercle  circonscrit  à  ABC,   2d  est  le  diamètre  du 


(  r^ry  ) 

cercle  circonscrit  à  A''B''C''.  Or,  dans  le  triangle  OAB'^, 
rectangle  en  A,  on  a 

OAzr.OB''cosB''OA, 
ou 

(i)  ai^rfcosA. 

On  a  deux  autres  relations  analogues^  en  sorte  que 

(  2  )  -^  =  -^  =  —-r  =  ^» 

^    '  •     cosA       cosB        cosLi 

relation  de  même  forme  que 

(3)  «    =^==^=.i, 

^    ^  sinA        sinn        smC 

et  d'où  Ton  tire  par  multiplication 

//x  ««  ^?  ^ï  f 

^^  sin2A       sin2B        sinaC  ' 

puis  par  division 

a  B  *' 

(5)  -tangA=  ^  tangB  =::i -^  tangC  =  i. 

Décrivons  sur  les  trois  côtés  du  triangle  comme  dia- 
mètre trois  sphères,  qui  seront  chacune  le  lieu  d'où  Ton 
voit  le  côté  correspondant  sous  l'angle  droit.  Elles  se 
coupent  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
ABC  et  qui  se  projettent  en  O.  Soit  M  l'un  de  ces 
points.  Deux  des  sphères  se  coupent  suivant  une  circon- 
férence dans  le  plan  AMA',  dont  le  diamètre  est  AA'. 
Donc 

OM*  =  OA.OA'  =  a(A-a)=e/cosA('^-rfcosAV 

ou 

OM'=:û?*cosA(sinBsinG  —  cosA) 

=  rf*cosA[sinB  sinC  -f-  cos(B  -f-  C)], 
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ou  enfin 

OM«=c?*cosAcosBcosC  (*). 

Donc,  lorsque  le  triangle  tourne  autour  du  point  Â  dans 
le  plan  ABC  donné,  et  se  déforme  en  restant  semblable 
à  lui-même,  le  rapport 

/OM\'__cosBcosC 
VOA/   ~       côsÂ 
reste  constant. 

Le  lieu  des  points  M  est  donc  un  cône  de  révolution 
autour  de  la  perpendiculaire  en  A  au  plan  ABC,  et  la 
tangente  du  demi-angle  au  sommet  est 


s/^ 


ces  A 
cosBcosG 


Il  résulte  de  là  que  le  cône  n'existe  que  si  chacun  des 
cosinus  est  positif,   c* est-à-dire  que  si  les  trois  angles 
donnés  sont  aigus. 
Aote.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Morct-Blanc 


QUESTIONS. 


1377.  Trouver  les  valeurs  des  intégrales 
3  dx 


/2^ 


et 

/3^  —  I  dx 

^*  —  ï     sjx^  H-  d?*  —  X  —  2 

(S.  Realis.) 

(*)  On  abrégerait  ce  calcul  en  observant  que  le  triangle  rectangle 
BOA'  donne 

O A'  =  OB  cos  C  =  rf  cos  B  cos C,    d'où    OA .  O V  =  cP  cos  A  cos  B  cos C. 

(G.) 


(527) 

1378.  L'équation 

07*-!- I2ap(a  4- P)a:  4- 3ap(4a*— 9»?  4- 4P*)  =  O, 

dans  laquelle  a  et  ^  sont  des  entiers  difTérents  de  zéro, 
n'a  pas  de  racine  entière.  (S.  Realis.) 

1379.  Les  trois  celés  a,  b^  c  d'un  triangle  sont  expri- 
més par  des  nombres  entiers  en  progression  arithmé- 
tique^ et  si  Ton  ajoute  successivement  5o  et  6o  à  chacun 
de  ces  côtés,  le  raison  du  cercle  inscrit  augmente,  respec- 
tivement, de  17  et  de  20  :  trouver  les  valeurs  des  côtés 
de  ce  triangle.  (  W.-A.  Whitwokth,  m.  a.) 

(Extrait  du  journal  :  Tlie  educational  times.) 

1380.  Si,  par  les  points  de  contact  d'une  tangente 
commune  à  deux  circonférences  qui  se  coupent,  et  par 
un  de  leurs  points  d'intersection,  on  fait  passer  une  cir- 
conférence, son  rayon  sera  moyen  géométrique  entre  les 
rayons  des  deux  premiers  cercles. 

(  Do  U  EN  ICO  MONTESA^O.) 

1381.  On  donne  une  circonférence  et  deux  points  A, 
B,  extérieurs  à  cette  courbe.  Par  le  point  B,  on  mène 
une  corde  quelconque  MN,  et  du  point  A  les  droites  AM, 
AJN,  qui  coupent  respectivement  la  circonférence  en  P 
et  Q  j  démontrer  que  : 

!•  La  droite  PQ  rencontre  AB  en  un  point  qui  reste 
fixe,  lorsque  la  sécante  BMN  tourne  autour  du  point  B  ; 

a"  Le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  des 
perpendiculaires  menées  aux  droites  AM,  AN  aux  points 
M,  N  est  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 

(DOMENICO    MOWTESAWO.) 


02»    ) 

REGTIFIGATIOIIIS. 


1.  Une  erreur  s'est  glissée  dans  l'énoncé  de  la  question  1364;  voici 
comment  il  faut  le  rétablir  : 

!•  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  a?  h —  =  2  <,  leurs 

transformées  soient  également  réciproques,  peuvent  se  mettre  sous 
la  forme 

F[(a7-4-i)S(a7-in  =  o, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  de  (x  -h  i)*  et  ( a:—  i)*. 
On  suppose  que  l'équation  proposée  n'admet  pas  pour  racine  -hi, 
ou  — I. 

2«  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  x -i —  =  /,  leurs 

transformées  soient  également  réciproques,  peuvent  se  mettre  sous  U 
forme 

(ar* -i-  a?  -h  0" {x*—  X  4- 1)"'  F[(a?*-4- a?  4- 1)^  (ar*—  a?  -f- 1) *]  =  a, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  des  quantités 

(ar'  -I-  a:  H- 1)^  (a?*—  x  -+- 1)'.  Pellet. 

Les  deux  propositions  comprises  dans  ce  nouvel  énoncé  ont  été 
démontrées  dans  le  Bulletin  mensuel  de  l'Acade'mie  de  Clermont 
(  mars  i88i),  par  M.  Faut,  boursier  d'agrégation. 


2.  Question  1376,  page  48o  : 

/•      ^    ï     -,,5C»-h3R'    ,.       I     o,C*H-3R» 
aulieude^izK^-j^^-f-^,  ''^^^  3  ^ '^  Jc^TR' ' 

La  question  1376  se  trouve  dans  les  Théorèmes  et  problèmes  de 
Géométrie  élémentaire  de  M.  Catalan  (6*  édition,  p.  447)- 

La  limite  de  la  somme  des  volumes  des  sphères  inscrites  au  c6ne, 

qui  a  été  déterminée  par  M.  Catalan,  conduit  immédiatement,  pour 

I  C*-h3R* 

l'espace  laissé  vide  dans  le  cône,  à  l'expression  xitR'^-^'ï — rï'  *■*" 

diquée  par  M.  Dostor.  ' 
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(  53o  ) 
On  voit  ainsi  que  X dépend  de  Tintégrale  X|,  et  d'une 
seconde  intégrale  de  même  nature  que  la  précédente. 

Exemples  : 

\^f[x)  =  I.  L*équation  (i)  donne  (*  ) 

,      1  3  /  sjl  -^  X*dx  =  /  — ==  -h  J7  V^I  -rh  ^* 

(4)  j    •/  J  s/i-^x' 

Cette  méthode  est  plus  cxpéditive  que  celles  aux- 
quelles on  a  généralement  recours,  puisqu'elle  ne  fait 
dépendre  l'intégrale  X  que  d'une  autre  dont  on  trouve 
facilement  l'expression. 

ii?  f[x)  =  .r,  pour  mémoire,  car  on  voit  immédiate- 
ment que 

y———  2  '         /*    OC  du*  — — — — 

(5)     2/^v/^^r^*ûr.r— j(i  +  ^«)*,    /        ^  — v/i4->r«> 

3*'y(j:)  =-  •  De  l'équation  (i)  on  déduit 


(a)  l-^, ^^=   /  -^— -:^4-V^i-+-^^ 

J         ^  J  x\J\~^x^ 

En  posant 

(*)  En  posant  o;  =  tangO,  on  a 

r  dx  ^  rd^  ^  r  ^ïï   _  r^'^^^i 

6  .6  0 

I  -\-  tang  -  sin  -  -h  cos- 

=  iog ê  =  '''«— ë 5 

I  — lang-  cos 'sin- 

°  2  2        '  2 

,      1-4-  sin6       ,      /  y V 

=  >og     rosO     "^  logWn-a7'-4-a7). 


(  53.   ) 
on  trouve  successivement 


(6) 


\  J  xsji^x^  ^  '^  J  x^sli  +  x^ 

4^  /{x)  =  x'^y  en  désignant  par  m  un  nombre  quel- 
conque. 

On  a,  d'après  la  formule  (i), 

2  f  X"^  ^  l -\- X^  dx  •=:    I  — 

J   Sjl-^X^ 


-h  x"^-^^  ^  i-hx' —  mfx  '"  y/i  -+-  x^  dx , 
d'où 

Mais  on  a 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

/wp"*  dx 
,  =  ^''*~*  i/i-H-c*  —  (m  —  i)  fx"*-^  v^i-ho?*  «te. 

L'équation  (p)  devient  aussi 


I  (2  -h  m)  r^r"»  i/i-i-a?*  dx 

(8)      '  1  

f       =  j?'^-*  (i-i- j?«)*  —  (/w~-i)/a:"*'-Yn- J7*û?J7. 

Supposons  que  m  soit  un  nombre  pair  positif;  on  voit, 
d'après  cette  formule,  que  l'on  fera  dépendre 


fx"*^  sji-^  x^  dx     de    f  x'^-^}Ji-\- x*  dx^ 
fx"^^^  \JT^~x^  dx  de     fx^-^  sj\-^x^  dx^ 


f  x^  \]\  H-  x^  dx      de     f  \J\  -^  x^  dx. 


(  53ii  ) 
Of)  comme  nous  savons  déterminer  la  dernière  de  ces 
intégrales,  on  trouvera  sans  difliculté  Texpression  de  la 
première. 

Si  m  est  positif  et  impair,  on  voit,  en  opérant 
comme  ci-dessus,  que  l'intégrale  du  premier  membre  dr 
l'équation  (8)  ne  dépendra  finalement  que  de  la  sui- 
vante 

frsji  -h  a:*  dxy 

dont  l'expression  est  connue. 

Supposons  maintenant  que  m  soit  un  nombre  entier 
négatif  et  posons  m  —  2  =  —  /i  ;  la  formule  (  8  )  donne 


('*  —  l)/^""  V^I  -h  U'^  djT 


et  l'on  voit  que,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair,  on  sera 
conduit  finalement  à 

f\Ji-^œ^dx     ou        / dx^ 

intégrales  que  nous  savons  déterminer. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que,  si  m  est  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  l'intégrale  du  premier 
membre  de  Téquation  (7)  s'obtiendra  sans  difficulté. 

3.  Soient 

X^f/{x)\/ï-.r'd,T,    X,=  r-/^4Le/x. 

J  y/i  — .r* 

On  a 

X^    f^^fl^  ^    fœ^4My^dx^X,-^fœna:)d^y-.^ 
J    sji-x^        J        v^i  — ^» 

d'où 

(9)  2  X  —\^-Jrxf(,v)\J\  —  .T^-—  fxf'{x)\'i  —  x'du\ 


(  533  ) 
équalioii  identique  a  rëquatlon  (i),  à  la  coDctiûou  de 
remplacer,  sous  le  radical,  dans  celte  dernière,  -4- x* 
par  —  J?* . 

Exemples  : 

i**  f[x)  =  I .  La  formule  (9)  donne 


(  10)  2  f)Ji  —  .r*  dx  =  arc  %\\\x  -+-  a?  y^i p*. 

a"  y(x)  =  Jt*  (pour  mémoire).  On  a 

(11)       ifxsjx  —  X^  dx^rz —  -  (l  — X^)^  •$      I      ^  -  =  —  y/f  —  .x*. 

^  J     ^l  —  X^ 

3'*  f[x)  =  -  *  On  a,  d'après  la  formule  (9), 

/^ —  dx:=    I  ,  H-  v/'  —  ^^' 

^  J    X\/l--^l^ 

Si  nous  posons 

y/i  —  x^  =1  il, 
nous  aurons 


(12) 


J   xs/i  —  x*         2j^»^/,_^I 

=-  /'-^=liog(-l::iiil=iog('iiiv/^V 


par  suile 


<'^'  r-^'— (:^^;)'-^ 


I  — J'^ 


4®  y(x)  =  a:'".  Lorsque  i/i  est  lui  nombre  entier  po- 
sitif et  négatif,  le  mode  de  réduction  des  intégrales  in- 
diqué à  la  lin  du  numéro  précédent  est  applicable  ici,  et 
nous  n'avons  pas  à  insislcr  sur  ce  point 
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4.  Soit 


Nous  avons 


J     V/J7*—  I 

avons 

_         rfJ^xYdx        f*x\f(œ)dx  ^  _^r    ^i    {^  /"«— 

=  -X,-^xf{x)sJx^-i-f[f{œ)-^xf\x)'\^x^^idx; 
d'où 

(i3)         2  X=:  — X,-H  ^/(ar) y/^^irr  __  fxf{x)\/x^'^idx. 

Exemples  : 

1®  f(3c)  =  I.  L'équation  (i3)  donne 

!2  f  Ux*—  idx=z—  I               ■ 
J  v^^'-i  

-h  X \Jx^  —  I  r= —  log(ar —  ^X^ — I  )-Y-  X  ^X^ — I. 

2**  y  (  j:  )  =  X  (  pour  mémoire  ) .  On  a 


(i5)        'ifxsjx^--i  dxz^-^^x^ — I,      /  ■  ■  —  \J,K^ — 1. 

3®  y^(x)  =  --La  formule  (i3)  donne 

X 

J         ^  J   xJx^—i  J         ^  % 


(«)  En  posant  œ  =  -:— ï>  on  a 
sino 


-/; 


dx     _  r  dx  _     ff    cos*  6 


I         .  ô  I         (l—  C0S6)  ,         /  y-; N 

=  logtang-=  loR — -^-^ — =  logU-V^'—  i). 


(  535  ) 
d'où 

(v)      )[^^dx^-^  I     f ^     +  ^/:^^^:t. 


•  J    X  \Jx^  —  I 


En  posant  x=  -r-rj  on  reconnaît  facilement  que  Tin- 

tégrale  du  second  membre  de  cette  équation,  prise  avec 
son  signe,  a  pour  valeur  0.  On  a  donc 

(i6)  /  — ^ dx  ^:z  arcsin  — h  \/x* —  i. 

J  X  J7  ^ 

4**  L'intégrale 

fx"')/x^^\'clx, 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif, 
se  réduira  en  suivant  la  marche  indiquée  à  la  fin  du  n<*  2. 

S.  Nous  allons  maintenant  chercher  à  exprimer,  au 
moyen  de  transcendantes  connues,  les  intégrales  des  ra- 
cines carrées  des  fonctions  trigono métriques.  Il  est  évi- 
dent que,  dans  tous  les  cas,  on  est  ramené  à  considérer 
les  trois  intégrales  suivantes  : 

f  \/su\x  dxy      j  i  /  -; dx,  f^iaw^x  dx, 

les  deux  premières  supposant  des  limites  comprises  entre 

xéro  et  TT,  et  la  troisième  entre  zéro  et  -  • 

^  6.  Si  nous  posons  sinor  =  cos-0,  nous  avons 

^   /-. —   ,  /'cos'ÔsinO^  /•    cos'ee/0 

f  y  sin  X  dx  •=  —  2     1   —-====^  =  —  al     .  :=*. 

J   v'^i  — co9*e  J  vT+cos*o 

=  2('-/v/r:hc^?^^e+  f  ^   '^      \ 

et  enfin 
(17)   fs/^i^dx^i(^^^   1^  ^^^^^^^^.^-^s^"^  rs/i^isïn'bdéY 

On  est  ainsi  ramené  à  deux  intégrales  elliptiques  qui 
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sont  respectivement  de  la  première  et  de  la   seconde 
espèce. 

7.  Eu  continuant  à  poser  sinx  =  cos-6,  nous  avons 


V   sm:r  J  y/,_cos*e  J  ^/i- 

ou 

(i8)  i\/Zllda:^-s,r,    f—JL 


cos*e 

ou 

j^sin*6 

ce  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  la  première  espèce. 
En  retranchant  Tune   de  Tautre  les  équations  (17) 
et  (18),  on  trouve 

8.  Considérons  maintenant  l'intégrale 

X=:  f  y/langx-  djc. 
En  posant 

tanguT  =  tang*6, 

on  trouve  facilement 

_     r    sin'Q(/e      •_     r      sin'e</e 

"~     J  sin^O  4-cos*ô  "~     J  I  —  2  sin'6  cos*0 

sin^orfo  r      sin*e^e 

I  — v/2  sinôcosô       J    i-h  \/2  sinOcosO 

_  i  r        dh £   r         d^ 

'^  J    i  — y/2sinecosô        '^  J    i-h  y/a  sinOcosÔ 

I   r  cos2erfe       i_  r  cosao^ 

2    /  sin20  "~  2  J  sin26 

v/2  v^ 

<f  laneO 


I      /»  <7lanf»6 


I 

2 

sin2  6 


^— r^= h   V  loL'  ^.^— 


4       '^  sin2C 


(  537.) 
et  enfin 


i/' 


y/^tang J7  dx^=i  --  [arc  lang  {\fi  lang6  —  i)  J 


(20)        '  4-  arctang  {\''i  tangO  -h  1) 

\y2  4-  sin2Ô/ 


TnSOillB  DES  POINTS  SINGULIERS  Dl^S  LES  COlilBKS 
ALGÈBni(|llES(M; 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


IL 
6.  Désignons  par  a  le  coeflicient  angulaire  de  la  di- 
rection considérée  et  soitj'  =  ax  -h  y  ^^'^   parallèle   à 

cette  direction*,  formons  le  faisceau  des  droites  qui  joi- 
gnent l'origine  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite 
avec  la  courbe;  il  suffira,  pour  obtenir  Téquatiou  du 
faisceau,  d'éliminer  z  entre  les  équations 

et 

on  obtient  ainsi  l'équation 

.,,x      )/m(^,.r)-hX(7~ax)/,«_,  (x,7) 

(  *  )  Ko//*  même  Tome,  p.  97  et  4^<j. 
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OU  bien 


(3) 


j/.(„S)+x(|-»)/._,(,,^) 

(     +^"(s-'')V-.(..l)H-...+x.g_»)-/.=»; 

et  si  l'on  pose 


y 

' a:=  tj 


l'équation  (  3  )  prendra  la  forme 
OU  bien 


(5) 


!?».(«)+ ^<P',„(«)+- »;.(«)+... +^<pr(«) 

Cette  équation  a  la  même  forme  que  l'équation  (  5  )  du 
paragraphe  précédent,  où  Ton  a  supposé  que  la  direc- 
tion des  points  à  l'infini  est  celle  de  Taxe  des  j^;  elle 
n'en  Indiffère  qu'en  ce  que  les  quantités  f*p(o)  sont  rem- 
placées dans  la  première  par  les  quantités  correspon- 
dantes <f^^{a). 

La  discussion  de  cette  nouvelle  équation  (5)  est  donc 
identique  à  celle  que  nous  avons  déjà  faite,  et  les  figures 
nouvelles  ne  diffèrent  de  celles  qui  ont  été  précédemment 
obtenues  qu'en  ce  qu'elles  présentent,  par  rapport  à  la 
droite  j^  =  ax,  la  disposition  que  les  premières  présen- 
'  tent  par  rapport  à  l'axe  desj^;  H  est  donc  superflu  d'y 
revenir. 

7.  ]Nous  allons,  en  terminant,  faire  une  remarque  sur 
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les  valeurs  approchées  des  racines  qui  nous  ont  permis 
de  construire  les  branches  paraboliques.  La  première  de 
ces  valeurs  est  fournie  par  la  formule  (8),  savoir 

7^?m(o) 

OU 

t 

— -?//«(o)-f-^?//i-i(o)  =  o; 


dans  cette  formule 


/  =  -,     X  —  -; 


en  substituant  ces  valeurs,  il  vient 


JC 


(«)  —  ?m(0)  -H  J  ?m-l(0)  =  O. 


12 


La  formule  (8)  représente  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées  une  parabole  du  second  degré,  car 
la  formule  [a)  représente  la  même  courbe  en  coordon- 
nées cartésiennes  ]  remarquons  encore  que  le  groupe 
de  termes 


^~?m(o)-H  KO,„-l(o) 

existe  dans  l'équation  de  la  courbe  proposée,  car 

f„  {X,  y)  =  ^-/^(^ .  . )  =  V'«  o„. (^)  ; 
or 

par  suite, 

/„.(.r,v):=j"«o,„(o)+j'«-»^çUo) 


ym     ï  y.2    T /»  -  _^_ 


m! 
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les  quantités 

?m{o)cp;„(o)...cp'j;,'(o) 

sont  donc  les  coefficients  de  la  fonction   boiuogèue  de 
degrém,^(x,j). 
On  a  de  même 

^-v'«-*J:^?,„_l(o)-h...-h.r— »^^j;:|Xo); 
par  suite,  ce  sont  les  deux  termes 

qui  fournissent,  quand  on  égale  leur  soiunie  à  zéro,  1  e- 
quatîon  de  la  parabole  du  second  degré  que  Ton  peut 
considérer  comme  asymptotique  de  la  courbe  dans  la  di- 
rection de  Taxe  des  j>'^  ;  ce  sont  donc  les  deux  seuls  termes 
précédents  qui  déterminent  la  forme  de  la  courbe  à  Tin- 
iini  dans  la  direction  considérée. 

Les  autres  valeurs  approchées  des  racines  donnenl 
lieu  à  des  remarques  semblables.  Dans  \^  Jig-  2,  les 
points  à  l'infini  dans  la  direction  de  Taxe  des  7-  soûl 
fournis  par  la  parabole  \^voir  la  formule  (9)] 

<^)  ^I?'2;(o)  + v^-»?,«-,(o)  =  o 

obtenue  au  moyen  des  termes 

de  Téquation  proposée. 

Dans  \difig*  3,  c'est  la  parabole 

I  2  tj 

qui  nous  donne  la  formule  de  la  courbe  \  elle  est  obtenue 


(  '^^^  ) 

en  prenant  dans  Téquation  de  la  courbe  les  termes 

Lesjîg.  4  et  5  sont  fournies  par  les  paraboles 
j?*  =  To  X  y    .r*  —  To  X  ,)•, 
dont  l'équation 

(X*  —  To  X  j)  {X^  —  T,  V)  =1  O 

est  donnée  par  le  groupe 

qui  figure  dans  Téquation  proposée,  et  ainsi  des  autres. 

La  méthode  que  nous  avons  développée  a  doue  pour 
effet  de  nous  donner  le  groupe  des  termes  de  l'équation 
proposée,  qui  déterminent  la  forme  de  la  courbe  à  Tin- 
fini,  quand  il  existe  des  branches  paraboliques  dans  la 
direction  de  Taxe  des  y. 

Quand  la  direction  est  autre  que  celle  de  Tun  des  axes 
de  coordo*nnées,  c'est  à  Téquation  (5)  du  §  II  qu'il  faut 
appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  de 
la  courbe,  après  avoir  substitué  toutefois  aux  variables  t 
et  \  qui  y  figurent,  leurs  valeurs  en  x  et  j^  données 
par  les  formules 

^ a^=Lt,     kir  —  flrj^)  =  i. 

.r  • 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  branches  paraboliques 
s'applique  également  aux  branches  hyperboliques  qui 
accompagnent  les  asymptotes,  et  aux  branches  de  courbes 
qui  se  croisent  en  un  point  situé  k  distance  finie,  dont 
la  construction  a  été  étudiée  dans  la  première  Partie. 

On  peut  donc  dire,  d'une  manière  f^cnéra^e,  que  la 
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méthode  que  nous  avons  employée  fait  dépendre  la 
construction  de  la  courbe  proposée  en  un  point  à  dis^ 
tance  finie  ou  à  l' infini  de  celle  d'une  autre  courbe  plus 
simple  dont  l'équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  un 
groupe  de  termes  de  l'équation^  proposée  ou  d*une 
équation  déduite  de  la  proposée  par  une  transforma- 
tion simple.  Le  groupe  des  termes  qui  forment  le  pre- 
mier membre  de  Téquation  de  la  courbe  auxiliaire  fait 
partie  de  l'équation  même  de  la  courbe,  lorsque  le  point 
autour  duquel  on  construit  la  courbe  est  à  Torigine  et 
que  les  tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  sont  les  axes  de 
coordonnées  *,  cela  a  encore  lieu  si  le  point  est  à  l'infini 
et  si  les  axes  de  coordonnées  sont  les  asymptotes  mêmes 
de  la  courbe  dans  le  cas  où  le  point  est  hyperbolique,  et 
si  la  direction  des  axes  de  coordonnées  est  la  direction 
du  point  multiple  à  Tinfini,  dans  le  cas  où  ce  point  est 
parabolique.  Dans  les  autres  cas,  le  premier  membre  de 
l'équation  de  la  courbe  auxiliaire  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  un  groupe  de  termes  appartenant  à  l'équation 
transformée. 

Nous  allons,  en  terminant,  appliquer  ce  qui  précède  à 
un  exemple. 

Supposons  qu'on  ait  à  construire  la  courbe 

J7®  —  5  ;r^*  -h  6  v'  —  J7*  =:  o. 

I®  Construisons-la  d'abord  autour  de  l'origine -,  on 
voit  que  Taxe  desj^  est  une  tangente  de  rebrou ssement. 
Coupons  la  courbe  par  la  droite  jî=  Xj]  Téquation  de 
la  courbe  débarrassée  du  facteur  j^y  devient 

X«j*~  5Xr5  4-6j  — X*=:o; 

cette  équation^  pour  de  petites  valeurs  de  7  et  de  A,  se 
réduit  à 

(>  >'  —  X*  =r  o, 
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car  le  terme  "k^y*  est  infiniment  petit  devant  chacun  des 
terme  Gy  et  —  "k^  et  le  terme  —  S'ky*  est  infiniment  petit 
devant  Gy. 

Pour  des  valeurs  positives  et  négatives  de  ^  y  est  po- 
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sîtif,  par  suite  la  courbe  aHecte  autour  de  l'origine  la 
formedeMO!Vr(y7^.9). 

6r  —  X*  =  o 

est  l'équation  de  la  courbe  auxiliaire^  qui  devient  en 
coordonnées  rectilignes 


e)-* 


■  .r'  r=  O  . 


On  voit  qu'elle  est  formée  eu  égalant  à  zéro  le  groupe 
des  termes  6j'  —  x-  de  l'équation  proposée. 

ol^  Construisons  en  second  lieu  la  courbe  autour  de 
ses  asymptotes.  Il  n'y  a  qu'une  seule  direction  asympto- 
tique,  qui  est  celle  de  l'axe  des  j-^  l'équation  de  la  courbe 
pouvant  s'écrire 

—  5.rr^ -+-  6  v'  -^  ar^  —  j-*  ^zr  o, 

on  voit  que  l'axe  desj^  est  asymptote.  Coupons  la  courbe 
par  des  parallèles  à  l'asymptote^  à  savoir  par  x=:  e,  et 
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posons  j  =  -,  il  viendra 

—  5e-h65  4-x;*  (e«  —  e*):=:o; 

cette  équation,  pour  de  petites  valeurs  de  z  et  de  s,  se 
réduit  évidemment  à 

—  5t-\-6z=zo. 

Pour  des  valeurs  positives  de  e,  z  et  par  suite  j^  sont 
positifs;  pour  des  valeurs  négatives  de  t^y  est  négatif; 
on  obtient  donc  les  branches j^Nj^^'W  [fîg.  g).  L'é- 
quation 

—  5s  -f-65  =:0 

est  celle  de  la  courbe  auxiliaire;  en  remplaçante  et  z 

par  leur  valeur 

I 

Y 

elle  devient 

—  Sjcv  -f-  6  =  0; 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  :  on  l'obtient  en  éga- 
lant à  zéro  le  groupe  des  termes  —  5jcj*  +6^*  de  l'é- 
quation proposée. 

3®  Cherchons  maintenant  les  branches  paraboliques 
dans  la  direction  de  l'axe  des  j.  Coupons  la  courbe  par 

ladroite  x=  Y  ^^  formons  l'équation  du  faisceau  des 

rayons  qui  joignent  l'origine  aux  points  de  rencontre  de 
la  droite  et  de  la  courbe;  il  faut  pour  cela  éliminer  z 
entre  les  équations 

.1"    -  5  z,ry^  -h  6  c'  >•'  —  :j^.r*  =:  o, 
ce  qui  donne 
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Posons  maintenant  x=^tj\  cette  équation  deviendra  une 
équation  entre  t  et  X,  savoir: 

/«__  5X^«  4-  6X»^»  —  X*^«  =  o, 
qui  y  pour  de  petites  valeurs  de  t  et  de  X,  se  réduit  à 

^*  — 5X=io. 

\  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives  pour  que  t 
soit  réel,  et  à  chaque  valeur  de  \  correspondent  deux 
valeurs  de  /  de  signes  contraires  \  on  obtient  ainsi  les 
branches  PQ,  PQ'  {fig*  9).  L*équation  t^  —  5)^  =  o  re- 
présente Téquation  de  la  parabole  auxiliaire  ^  elle  de* 
vient  en  coordonnées  reclilignes 

œ^  —  5  j'*  =  o, 

et  se  tire  de  Téquation  proposée  en  égalant  à  zéro  le 
groupe  formé  par  ses  deux  premiers  termes 

Si  Ton  remarque  que  la  «courbe  rencontre  Taxe  des  x 
aux  points  jr  =  ±:  1 ,  et  qu'elle  ne  rencontre  Taxe  des  y 

Fig.  10. 
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qu'à  l'origine  et  à  l'infini;  que  si  de  plus  on  coupe  la 
courbe  par  la  droite  x  =  )v  et  si  l'on  remarque  que  l'é- 
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qtiation  en  y  ne  peut  avoir  de  racines  égales  qu'autant 
qu'une  équation  du  neuvième  degré  en  "k  est  satisfaite, 
on  en  conclut  que  les  branches  jlS  et  PQ  doivent  se  rac- 
corder^ îl  en  est  de  même  de  OM  et  PQ',  ainsi  que  de 
OM'  et  Ny.  On  obtient  donc  pour  la  courbe  une  forme 
analogue  à  celle  de  la  ^/g^^  to. 


CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  M  LA  SIBSTITIITION  DES 
SYSTÈMES  D  ÉQUATIONS.  APPLICATION  DE  CETTE  THÉORIE 
A  LA  RECHERCHE  DE  L  ÉQUATION  ET  DES  POINTS  MUL- 
TIPLES D'UN  LIEU  DÉFINI  PAR  A  ÉQUATIONS  CONTENANT 
À— I  PARAMÉTRES  VARIABLES; 

Par  m.  L.  SALTEL, 
Maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 


1.  —  Objet  do  Mémoihe. 

Ou  i-encontre,  eu  Algèbre  élémentaire,  de  nombreux 
problèmes  se  résolvant  sans  peine,  grâce  à  Tiiitroduc- 
tioii  de  solutions  étrangères  préalablement  connues  :  îl 
suffit,  en  effet,  de  les  supprimer  à  la  fin  du  calcul. 

C'est,  je  crois,  faute  d'avoir  remarqué  l'existence  et 
la  détermination  précise  de  certains  résultats  étrangers^ 
qui  s'introduisent  nécessairement  par  les  substitutions 
connues  d'un  système  d'équations  »à  un  autre  système 
d'équations,  que  l'on  ne  développe  pas,  dans  les  Traités 
de  Géométrie  analytique,  un  procédé  élémentaire  per- 
mettant de  trouver  l'équation  d'un  lieu  géométrique 
défini  par  k  équations  contenant  k  —  i  paramètres 
variables.  En  traitant,  dans  le  présent  travail,  quatre 
cas  particuliers  de  ce  dernier  problème  général,  j'aurai 
ilonc  surtout  en  vue  de   mettre  en   parfaite   évidence 
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Texistence  et  la  détermination  exacte  des  non-solutions 
que  Ton  rencontre  dans  Tapplication  des  règles  les  plus 
élémentaires  relatives  à  la  théorie  de  Téli  mi  nation  ; 
j'indiquerai  en  outre  un  moyen,  non  encore  remarqué, 
d'obtenir,  en  même  temps  que  Téquation  du  lieu,  les 
coordonnées  des  points  multiples  de  ce  lieu. 


II.  _  Phem 


1ER    PROBLEME. 


Problème.  —  Eliminer  a  entre  les  équations 

^  A(J7,  V,  a)  =  o,  (i) 

(a)  '   ^ 

(  B(jc,y,oL)  =0,  (2) 

supposées  respectivement  d'ordres  //i,  n  par  rapport  à 
ce  paramètre,  et  déterminer  les  points  multiples  du 
lieu  défini  par  ces  mêmes  équations. 

Solution.  —  Ordonnons  ces  équations  par  rapport 
au  paramètre  a-,  on  aura 


.-A3(.r,r)»'"-'-4-A,(a^,r)a'«-3  4-...:=o,  r^^ 

Supposons  d'abord  que  les  exposants  m  et  n  soient 
inégaux  -,  supposons,  par  exemple,  que 

m  =z  /i  -H  3  ;  (  5  ) 

le  système  («')  pourra  s'écrire 


,^  -^A,(.r,7)a«-h...=::o,  \ 

__-[B,(^,7)a^^-^4-Ba(:r,7)«^^-»-f-B,(^-,7)a^*-»  +  ...; 
""  B,(j7,r) 

Substituons  à  la  relation  (6)  la  relation  obtenue  en 


(6) 


(b) 
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remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  équation, 
a''  par  sa  valeur  (7)-,  on  aura,  après  avoir  chassé  les 
dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

-^C,(a2,7)a«->^....=:o,  I     ^  ' 

qui  se  composera  évidemment  du  système  (a'')  plus  du 
système  étranger  défini  par 

-hB,(^,j)a''-'4-...  =  o,  ^  ^^^ 

Bt(^,7)  =  o,  (11) 

en  sorte  que  (b)  représentera  non  seulement  le  lieu 
proposé  (a),  mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée, 
en  général,  n  —  i  fois  (*  ),  ayant  pour  équation 

B,(^,7)  =  o(').  (12) 

Cette  introduction  d'une  courbe  étrangère  rend  le 
système  {b)  plus  facile  à  résoudre  que  le  système  (a"), 
puisque  Téquation  (6)  se  trouve  remplacée  par  l'équa- 
tion (8),  qui  est  de  degré  moindre  d'une  unité  par  rap- 
port au  paramètre  à  éliminer  a. 

Substituons  encore  à  Téquation  (8)  l'équation  obte- 
nue en  remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  re- 

(')  11  correspond,  en  effet,  si  le  terme  B,(j:,^)  n*est  pas  nul,  n  —  i 
valeurs  du  paramétre  a  pour  chaque  point  {x^x)  de  cette  courbe. — 
Voir  la  Note  sur  les  points  multiples  qui  termine  le  présent  para- 
graphe. 

(')  Il  est  très  important  d'observer  que,  dans  le  cas  particulier  où 
Ton  a  A,  (jr,^)  =  B,  (ir,y),on  n'introduit  pas  de  lieu  étranger  si  Ton 
a  soin,  après  la  substitution  de  (9)  dans  le  premier  terme  de  (8),  de 
diviser  par  B,  {x,y)  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  coefficient 
de  ce  premier  terme.  On  n'introduit  pas  non  plus  de  lieu  étranger 
lorsque  n  =  I . 


(rf) 
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lation,  a''   par  sa   valeur  (9);  on  aura,    après   avoir 
chassé  les  dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

D  =  Dj(:r,j)a'»(x-+-D,(;r,7)a'*-hD,(^,7)a»-*  \        3 

-|-D4(^,j)a«-«-h...=:o,  \     ^     ^ 
^„^-[B,(a?,.r)ot^-'4-B,(^,j)g^-«  +  B,(^,v)«^-»^...]      , 

qui   se   composera    du  système   (b)   plus   du    système 
étranger  défini  par  (c). 

Substituant  enfin  à  Téquation  (i3)  Téquation  obtenue 
en  remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  relation, 
a"  par  sa  valeur  (i4)î  on  aura,  après  avoir  chassé  les 
dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

E^E,(^,j)(x«-|-E,(a?,j)a«-»  | 

+  E,(^,v)a»-«4-Eaj7,7)a«~»4-...  =  o,  (^     ^ 

(  +B,(a?,7)a«-*-+-B,(a:,7)a«-'  +  ...  =  o,  1^     ^ 

qui   se   composera   du    système   (d)   plus   du  système 
étranger  défini  par  (c). 

Les  trois  substitutions  des  systèmes  (i),  (d)^  (e)  au 
système  (a')  sudisent  évidemment  pour  établir  ce  théo- 
rème :  ' 

Théobème  I.  —  Quels  que  soient  les  exposants  m  et 
n  du  paramètre  a,  on  peut  toujours,  sauf  à  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer au  sjstème  [af)  un  système  de  la  forme  (e)  dans 
lequel  les  plus  hauts  exposants  de  a  sont  égaux  dans 
les  deux  équations. 

Cela  fait,  l'équation  (16)  pouvant  s'écrire  sous  la 
forme  (i4))  substituons  à  la  relation  (i5)  la  relation  ob- 
tenue en  remplaçant  dans  le  premier  terme  de  cette 
équation  a"  par  sa  valeur  (i4)^  on   aura,  après  avoir 
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chassé  les  dénominateurs,  le  système 

j  F(jr,V,a)=o,  (17) 

i  Bzzzo,  (18) 

qui  se  compose  évidemment  du  système  (e),  plus  du 
système  étranger  défini  par 

w  !^'='''  ;■'; 

(    B  =rO,  (20} 

c*est-à-dire  par 

IB|(^,7)=o,  (21) 

K.(^,7)«'»-^  1  (22) 

en  sorte  que  [f)  représentera  non  seulement  le  lieu  (e), 
mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée,  en  général, 
n  —  i  fois,  ayant  pour  équation 

B,(j7,7)  =  o.  (a3) 

Cette  introduction  d'un  lieu  étranger  rend  encore  le 
système  (/'),  qui  est  de  la  forme 


(0 


/  F  =  Fj  {a:,  y) a«-»  4-  F,(^,  7) ««-»  | 

j  -^  F3(^,j)a"-3  + F,  (^•,j)a'^-* -+-...=  O,  r  *^ 

JB:=B,(x,j)a«  +  Bj(^,j)a«-«  .     ) 

(  ^B3(^,j)a»-»  +  B,(x,j)a«-»-h...:=0,  P^^^ 

plus  facile  à  résoudre  que  le  système  (e),  puisque 
Téquation  (i5)  se  trouve  remplacée  parTéquation  (24), 
([uî  est  de  degré  moindre  d'une  unité  par  rapport  au 
paramètre  à  éliminer  a.  De  là  ce  théorème  : 

Théorème  II.  —  Quel  que  soit  l'exposant  n  dans  les 
deux  équations  [e)^  on  peut  toujours,  sauf  à  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer à  ce  système  un  système  de  la  forme  (i)  dans 
lequel  V exposant  (a)  est  diminué  d'une  unité  dans  l'une 
des  équations. 


(  -^5.  ) 

L'application  du  ihéorènic  I  au  système  (i)  permel- 
tant  d'abaisser  d'une  unité  Texposantde  a  dans  Téqua- 
tion  (^5),  il  est  manifeste  que  l'application  successive 
des  théorèmes  I  et  II  suffira,  sauf,  redisons* le,  à  intro< 
duire  des  solutions  étrangères  parfaitement  définies ^ 
pour  pouvoir  substituer  au  système  proposé  {a')  un 
système  de  la  forme 

^  G^Gj(x,j)x-i-G,(^,j)  =  o,  (26> 

^^^  (H  =  H,(j7,j)a«4-H,(^,^r)ct-HH,(a?,7)  =  o,   (27) 

que  Ton  remplacera  par 

Gi(«^,r)*'+-G,(a?,7)  =  o,  (29) 


^  ^^  (  H,  Gî  -~  H,G,  G,  -+-  H,G«  =  0.  (  3o> 

En  débarrassant  réquation(3o)  des  facteurs  étrangers 
(préalablement  connus),  on  aura  finalement  le  système 

Gi(a;,7)a-i-G,(a?,7)=:o,  (3i) 


^^^  '  K(^,j)  =  o,  (32) 

qui  sera  équivalent  au  système  proposé  (a!)  :  Téquation 
(Sa)  sera  Téquation  cherchée. 

Nota,  —  Il  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (Z)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 

I  J(jr,j,a)z=o,  (33) 

^  1     K(^,/)  =  o,  (34) 

le  plus  haut  exposant  de  a  étant,  dans  Téquation  (33), 
supérieur  à  runilc. 

Points  multiples  (*).  —  D'après  le  système  [(26)  et 


('  )  Il  s'agit,  bien  entendu,  des  points  multiples  de  la  première  classe. 
—  Voir  notre  Mémoire  Historique  et  développement  d'une  méthode 
pour  déterminer  les  singularités  ordinaires  d'un  Heu  géométrique- 
défini  par  k  équations. 
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(^7)]  7  ^^^  points  communs  aux  deux  cpurbes  représen- 
tées par 

Gi(^,7)  =  o,    0,(^,7)  =  o  (35) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système  : 
il  correspond,  en  eiTet,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  a  qui  sont  racines  de  l'équation  (27)-  Pour 
obtenir  séparément  les  points  multiples  du  lieu  proposé 
[al),  il  suffira  de  défalquer  les  points  multiples  résul- 
tant de  l'introduction  des  courbes  étrangères.  Ajoutons, 
au  sujet  de  ces  courbes  étrangères,  que  la  détermina- 
tion de  leur  degré  de  multiplicité,  comme  celle  d'ailleurs 
des  points  multiples,  suppose  connue  la  connaissance  de 
la  forme  du  système  final  (Z).  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  essentiellement  supposé  que  l'équation  (3i)  de  ce 
système  final  contenait  seulement  au  premier  degré  le 
paramètre  a. 

.m.   ApPLICATIOH   du   PKEMIER  PROBLEME. 

Afin  de  mieux  préciser  les  considérations  précéden- 
tes, nous  allons  les  développer  à  nouveau  sur  un  cas 
particulier,  celui  où  le  lieu  est  défini  par  les  équations 

/  A  =  A,(^,j)a»-hA,(a7,j')a«  | 

.g  1  4-A,(^,7)a-^A4(3r,7)=0,  ( 

(  +B,(a:,7)a  +  B,(a:,7)=o.  (  ^  ^^ 

Substituons  a  ce  système  le  système 

Mz=o,  (38) 


(  A  =  o,  (39) 

obtenu  en  écrivant  l'équation  (36)  sous  la  forme 

3  — _  ^»«^-+- Agg  4- A^ 
A, 


(  553  ) 
et  en  substituant  cette  valeur  de  a'  dans  le  premier  terme 
de  (37)^  on  a  introduit  ainsi  le  lieu  étranger  défini  par 


Ai(j?,7)i=io,  (4o) 

A  =  o,  (40 


(S,) 
c'est-à-dire  par 

Ai(^>7)  =  o»  (43) 


(S»)     , 

At(ar,7)a«4-A,(ar,7)a-f-Av(a:,7)  =  o,         (43) 

ce 'qui  représente  deux  fois  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 

Ai(^,7)  =  o.  (44) 

Cela  fait,  le  système  (Sa)  pouvant  s'écrire 

(       ,,_«(A,B3~A3B0  +  A^B,~A,B> 
(S.)l       "- A,B,~A,B, '  (^^) 

(  A,a'4- Aja*4- A,a-HAv=:o,  (46) 

substituons-lui  le  système 

,_«(A,B,~-A,B,)  +  A,B,~A,B, 

A,B,-A,Bj  '  ^^"^ 

(S.)  [  a(A^B,-A3B0  +  A,B,-A,B,  ) 

A,B,-A,B,  (48) 

-H- Aja«-+-A8a-HA4=:0,     ) 

obtenu  en  écrivant  le  premier  terme  de  (46)  sous  la 
forme  Aj  a*  X  a  et  remplaçant  a*  par  sa  valeur  (  45  )•  On 
a  introduit  de  la  sorte  le  lieu  étranger  défini  par 

j  a(A,B,-A3B,)+AiB4-A4B,  =  o,  (49) 

I       .  A,B,-A,B,=io,  (5o) 

c'est-à-dire  une  fois  la  courbe  ayant  pour  équation 

Aj(^,j)Bi(a:,  v)  — A,(j7,7)B2(^,  k)  =  o.      (5i) 


■    (  ••.vi  ) 

En  eiiectuant  les  calculs,  le  système  (S«)  s'écrit  : 

C=(A,B,-A,B,)«»  +  «(A,B,-A,B,)  J 

+  A^B,-A,B»  =  o,P    ' 
(S.)  {D  =  [A,(A,B,-A,B,)+A,(A,B,-A,B,)]a«         \ 

+  [A,(A,B»-A»B,)+A,(A,B,-A,B,)]a  (33) 

-+-A»(A,B,-^A,B,)  =  o;J 

substituons-lui  le  système 

(  C[A.(A,B,-A,B.)  +  A,(A.B,-A,B,)]  |  .,,. 
(S.)                                        -D(A,B,^A.B,)=o.  i^'-" 

I                                 C  =  o,     •  (55) 
comprenant  le  lieu  étranger  défini  par 

■          \  A.B,-A,B.  =  o,  (56) 

^^"^  I  C  =  o,  (57) 
c'est-à-dire  par 

j                   A.B,-A.B,  =  o,  (58) 

^  "'      I  (A,B,-A,B,)a-t-A»B,-A,B»  =  o,  (Sg) 

ce  qui  représente  encore  une  fois  la  courbe  ayant  pour 
équation 

A,(ar,j).  B,(a:,j)  — A,  (ar,  7).  »,(*,/)  =  o.  (6o) 

Cela  fait,  le  système  (S»)  pouvant  s'écrire 

/i'i(A,B,-A,B,)[A,(A,B,-A,B,)-hA,(A.B,-A.,B,)J     \       \ 
U  -[A,(A.Bi-A,B,)+A,(A,B,-A,B.)](A,B,-A.B.)lj'     L 
(S„){     +1(A»B,-A,B,)[A.(A.B,-A,B.)+A,(A,B,-A.B,)]        f 

-A»(A,B,-A,B,)>|  =  o,  I 
(A,B,  — A,B,)a'-l-(A3B,  — A,B,)a-+-A^B,  — A,B4  =  o,    (6ïi 

tirons  de  l'équation  (6i)  la  valeur  de  a  pour  la  sub- 
stituer dans  (6a)-,  en  écrivant  cette  équation  (6i)  sous 
la  forme  aX  -f-  Y  =o,  nous  aurons  le  système  final 

I  aX+Y  =  o,  (63) 

(S.,)     (A,B,-A,B,)Y»-XY(A,B,-A,B,)  ) 

(  +(A;B,-A,B^)X'  =  o   l^""^^- 


(    D'JD    ) 

qui  sera  tel  que  la  relation  (64)  &e  composera  : 
1**  De  deux  fois  Téquation  A^{x^y)  =  o^ 
a*  De  deux  lois  1  equaiion  AjB,  —  A|B2=o; 
3**  De  ] 'équation  du  Heu  cherché. 
C'est  ce  que  Ton  vérifie,  en  effet,  sans  peine^  en^ra- 

ployant  les  notations  abrégées  suivantes  : 

a  =  A,Hj~  AiB„     6=  A,Bi—  A,  B,,     c  =  A^B,  —  A.Bt, 
a'z=za\^  — ftAi,     6'  =  a  A3 — cAj,        c'  =  aA4, 
rf=A,B4— A4B,,     /nzAsBj— AjBs,    m^rA^B,  — A3B4. 

11  sufBt  de  reprendre  le  calcul  à  partir  des  équa- 
tions (Sa,  53),  d'observer  que  Téquation  (64)^  qui  se 
présente  sous  la  forme 

a[{ac'  —  cay  -h  {ab'  —  ba')(cb'  —  bc')]  =  o,        (65) 

peut   aussi  s'écrire  en  remplaçant  a',  b\    c'  par  leurs 
valeurs 

[a  (a  A4  —  c  \^y -i- 2  bc  {a  X^  —  cAj)  "1 

X(aA3— ^>Aî~-.cAi)(cA3  — ^A4)  |  =  o,     {66) 

-+-A,6'(cA3-^A4)-A,cMaAs-cAi)J 

d'où  l'on  déduit  immédiatement,  eu  effectuant  chaque 
parenthèse, 

a*AJ(a^*-+-/w^*-h  /c'-h  2bcd-\-alm)=zo;     (67) 

en  sorte  que  le  système  proposé  est  équivalent  au  sys- 
tème 
g  j  aX4-Y  =  o     (»),  (68) 

^    **^        \  ad^-hmb^-hlc^-h2bcd-^alm=:o.  (69) 

Points  doubles.  —  Les  points  doubles  sont  les  points 
communs  aux  deux  courbes  représentées,  car 

X=.:0,      Y:rzO,  (70) 

C)  On  va  voir  que  \  et  Y  doivent   contenir  le  facteur  A, (a:,^) 
que  l'on  devra  parlant  supprimer. 


(  356  ) • 
à  condition  de  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  l'introduction  des  courbes  étrangères  pour  lesquelles 
il  correspond  à  chacun  de  leurs  points  au  moins  deuic 
valeurs  du  paramètre  (a),  c'est-à-dire,  ici,  tous  les  points 
de  la  courbe  représentée  par  Â|  (x,  j^)  =  o. 

IV.  —  Deuxième  problème. 
Problème.  —  Eliminer  a  entre  les  deux  équations 

,c  V  '  i  A(j7,/,5,  a)  =  o,  (71) 

/  B(ar,r,  5,a)=:o,  (72) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter- 
miner les  points  multiples  de  la  surface  qu^ elles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  Il  sufBt  de  refaire  exactement  les  mêmes 
calculs  que  dans  le  premier  problème,  *sauf  à  remar- 
quer qu'au  lieu  d'introduire  des  courbes  étrangères 
on  introduit  des  surfaces  étrangères  définies  par  des 
équations  de  la  forme 

/  N(a;,7,5)z=o,  (73) 

(S,)         j  M,(^,7,;;)a^-hM,(j7,7,5)a»*-'  \ 

Points  multiples,  —  En  procédant  comme  nous 
venons  de  le  dire,  on  rencontre,  avant  de  parvenir  au 
système  final,  des  systèmes  de  la  forme 

lCi(^,/,  s)a*-hG,(j7,7,îr)a  +  C,(j7,7,5)=o,    (75) 
(S,)  .  Di(a?,7,s)a>4-D,(^,j',x;)a'  (     ^^ 

f  -+-D,(x,y,z)a-{-D,(x,y,z)  =  o/V' 

*M  Ei(^,r,5)ai-hE,(^,jK,^)=:0.  (78) 

Il  résulte  de  là  : 

1^  Que  les  points  communs  aux  trois  surfaces  reprë- 


(  ^^7  ) 
semées  par 

Gi(^,j,5)  =  o,     C,(j?,7,  v)=:o,     C3{x,y,z)  =  o    (79) 

sont  des  points  triples  du  lieu  (S3}  :  il  correspond,  en 
effet,  à  chacun  de  ces  points,  trois  valeurs  de  a  qui  sont 
racines  de  l'équation  (76)  5 

a^  Que  les  points  communs  aux  deux  surfaces  repré- 
sentées par 

Ei(^,7,-)  =  o,     E,(^,7,5)  =  o  (80) 

sont  des  points  doubles  du  lieu  (S4)  :  il  correspond, 
en  effet,  à  chacun  de  ses  points,  deux  valeurs  de  a  qui 
sont  racines  de  l'équation  (77)  (*)• 

V.    TaOISIÈME  PROBLÈME. 

Problème,  —  Eliminer  a,  ^  entre  les  trois  équations 

I'  A(a;,  r,  a,  p)  =  o,  (i) 

B(^,/,a,P)  =  o,  (2) 

C(^,7,a,P)  =  o,  (3) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter» 
miner  les  points  multiples  du  lieu  quelles,  définissent. 
Solution.  —   I®  On  ordonnera  les  équations  (i,a) 
par  rapport  à  a  : 

-I-A,(a7,j,  P)a"«-« -+-... =  0,  S 
(S,)    {B  =  Bj(^,7,p)a»  +  B,(^,j,P)a«-»  | 

-+-B8(a:,7,p)a«-«  +...  =  0,  S 
C(^,/,a,P)z:=o.  (6) 


(4) 
(5) 


'   (  '  )  Parmi  ces  points  doubles^  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  surface 
représentée  par 

C2-4C.C3=o 
sont  de  rebroussement: 


(  558  ) 
9°  On  considérera  ^  comme  un  coefficient  etron  éli- 
minera, entre  les  équations  (4)f  (5),  par  le  procédé 
suivi    pour   résoudre    le   premier  problème,    le  para- 
mètre a,  ce  qui  conduira  à  un  système  de  la  forme 

j  Di(^,j,  ?)a  +  D,(.r,r,  P)-^o,  (;) 

(S,)  E(.r,j,?).=  o,  (8) 

(  C(x,7,a,p)  =  o,  (9) 

qui  se  composera  du  système  (Sj),   plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

j  F(,r,>%?)=o,  (lo) 

(S4)  G(^,j,a,?)^o,  (11) 

(  C(^,j,a,p)z=o.  (12) 

3®  On  tirera  de  Téquatiou  (7)  la  valeur  de  (a)  pour 
la  substituer  dans  (9),  ce  qui  conduira  au  système 

I  D,(^,j,?)flt  +  D,(.r,r,  ?):=o,  (i3) 

(S,)  K(a;,r,)?=o,  '  (i4) 

(  H(^,j,?).=  o.  (i5) 

4**  On  éliminera,  toujours  par  le  procédé  suivi  dans 
la  solution  du  premier  problème,  le  paramètre  p  entre 
les  équations  (i4))  (1^)7  ^^  qui  conduira  à  un  système 
de  la  forme 

/  Di(a:,j,?)a-hD,(:r,r,?)z=o,  (16) 

(Se)  G,(^-,j)i5-f-G,(.r,j,)   .=  0,  (17) 

(  l{j;,y)  =  o,  (18) 

qui  se  composera  du  système   (Ss)^  plus  d*un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

(S,)  I   J(a7,jK,  )r=:0,  (20) 

(  K{x,j)=o.  (21) 

5"  Soient  W(jr,j>^)==o   l'équation  (iS)]  débarrassée 


(  ^^9  ) 
des  facteurs  étrangers ,  et  W i  ( a:,  j^ )  a  -h  V 2  ( .r ,  j' )  =:^  o 
Téquation  obtenue  en  remplaçant  dans  (16)  la  lettre  ^ 
par  sa  valeur  tirée  de  (17)5  le  système 

I   V,(x,j)aH-V,(j?,j)=:0,  (23) 

(S,)  G,(x,j)?+G,(a;,j)  =  o,  (23) 

f    \V(^-,J)  =  0  (24) 

sera  équivalent  au  système  proposé  (S|),  et  l'équa- 
tion (24)  sera  l'équation  cherchée. 

Nota  I,  —  Il  est  très  important  d'observer  que>  si 
Ton  ne  suivait  pas  exactement  V ordre  que  nous  venons 
d'indiquer,  on  pourrait  fort  bien  introduire  tout  le  plan 
comme  lieu  étranger,  et  partant  Télimination  deviendrait  « 
impossible  dans  la  suite.  C'est,  eneflet,  ce  qui  arriverait 
si  Ton  écrivait,  par  exemple,  l'équation  (4)  sous  la 
Forme 

'' A.(x,.r,P) '  ^''^ 

et  si  Ton  substituait  à  la  fois  cette  valeur  de  a'"  dans 
les  deux  autres  équations;  on  introduirait  de  la  sorte 
tout  le  plan  déGni  par  les  équations 

(  A,(^-,  j,  p)a"-»  + A3(^,7,  p)a— «  , 

(S.)  +A,(^,7,P)«'-3_^...^o,   i  ^^""^ 

\  A,(^,j,?):^o,  *  (^7> 

contenant  deux  paramètres  variables  a  et  p. 

Nota  IL  —  Il  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (S8)peut  se 
présenter  sous  la  forme 

1   V,(^,7,a,p)  =  o,  .  .      (2à> 

(Si»)  j   V,(a:,7,a,p)r=o,  (29) 

(  W(a:,j)  =  o,  (3o) 

les  plus  hauts  exposants  de  a,  ^  étant,  dans  les  équa-> 
tions  (28),  (29),  supérieurs  à  Tunité. 


(  56o  ) 
Points    multiples.   —   Avant  de   parvenir   au   sys- 
tème (So  ))  on  rencontre  un  système  de  la  forme 

(  D,(^,7,p)a  +  D,(^,y,P)  =  o,  (3i) 

(Su)         Gi(a?,7)p4-G,(a:,7)r=zo,  (3a) 

(  Mi(^,7)P«+M,(j;,/)P-f-M,(ar,7)  =  o.     (33) 

Les  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par 

Gi(^,7)  =  0,      G,(a:,j)=:::0  (34) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système; 
il  correspond,  en  effet,  à  chacun  de  ces  points  deux  va- 
leurs de  P  qui  sont  racines  de  Téquation  (33),  et,  par- 
tant, à  cause  de  (3 1),  deux  valeurs  de  a;  il  est  d'ailleurs 
bien  évident  que,  pour  obtenir  séparément  les  points 
multiples  du  lieu  proposé  (S|),  on  devra  défalquer  les 
points  multiples  résultant  de  l'introduction  des  courbes 
étrangères  pour  lesquelles  il  correspond  à  chacun  de 
leurs  points  au  moins  deux  valeurs  des  paramètres 
a  et  p. 

VI.  —  Quatrième  phoblème. 

Problème.  —  EUminer  a,  p,  y  entre  les  équations 

{  A(a?,j,  a,  p,7)  =  o,  (I) 

(S.)  '   B(^,7,a,p,-^)  =  o,  (2) 

^  C(a?,7,  a,  p,7)=:o,  (3) 


D(^,7,a,p,Y)  =  0,  (4) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  dé- 
terminer les  points  multiples  du  lieu  quelles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  I**  On  considérera  y  comme  un  coeffi- 
cient et  Ton  éliminera,  entre  les  équations  (i),  (2),  (3), 
par  le  procédé  suivi  pour  résoudre  le  troisième  pro- 
blème, les  paramètres  a,  p,  ce  qui  conduira  à  un  sys- 


(56.  ) 
tèine  de  la  lorme 

Ei(a:,  j,  7)a  -\-  E,(a;,/,  y)~  o,  (5) 

(S,)  i  ^»(-^^^'"^)?-^^»(-^'^'"^)=^'  (^) 

G(^,7,ï)  =  o,  (7) 

D(^,7,a,p,T)=o,  (8)' 

qui  se  composera  du  système  (S|),  plus  d'un  ctrtain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

H(^,7,a,?)  =  o,  (9) 

,g  .                 .       /   I(-^,  r,  a,  ?,  y)  =  o,  (io) 

J(a:,7,a,  p,  y)-o,  (ii) 

D(^,J,a,?,Y)  =  o.  (12) 

2**  On  tirera  des  équations  (5),  (6)  les  valeurs  de  a, 
p  pour  les  porter  dans  (8),  ce  qui  conduira  au  système» 

El  (^,  7,  T)a  -h  Ej(j7, 7,  7)  =  o,  (i3) 

,o  ,  ,  F«(^,7,ï)?  +  F2(^,J,ï)^o,  (i4) 

G(a:,7,Y)=:o,  (i5) 

K(-2^»7,7)  =  o.  (i6) 

3^  On  éliminera,  par  le  procédé  employé  dans  la  so- 
lution du  premier  problème,  le  paramètre  y,  entre  les 
équations  (i5),  (i6),ce  qui  conduira  à  un  système  delà 
forme 

El  (^,7,  Y)a  -^  E,(a?,7,  y)  =  o,  (17) 

g  .  Fi(^,7»T)P-HF,(a:,7,7)  =  o,  (18) 

*  M,  (a:,  7)  Y  H- M,  (a:,  7)  =  o,  (19) 

N(^,7)=o,  (20) 

qui  se  composera  du  système  (S4),  plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

Ei(^,7»T)«  +  Ej(a:,7,  y)=o,  (21) 

^  F,(a;,7,Y)p-hF,(ar,7,  7)3=0,  (22) 

'^  ^   P(^,7,T)r=o,  (23) 


Q(a;,7)  =  o.  (24) 
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(  56a  ) 
4°  Soient  W  (x^j)  =  o  Téquatioii  (20)  débarrassée  des 
facteurs  étrangers,  et 

Vi(^,ir)«4-V,(^,j)=.o,  (25) 

U,(^,7)?-hV,(.r,7)  =  o  (26) 

les  équations  obtenues  en  remplaçant  dans  (17),  (18)  la 
lettre^  par  sa  valeur  tirée  de  (19),  le  système 

V,(ar,7)«-|-V,(j?,^)  =  o,  (37) 

U.(a;,7)?-f-V,(^,j')=o,  (28) 

\W{x,x)  =  o  (3o) 

sera  équivalent  au  système  (S|  ),  cl  l'équation 

\\(x,y)  =  o  (3i) 

sera  Téquation  cherchée. 

Nota.  —  Il  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (S7)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 

Ri(^,JS  a,  P»ï)  =  o,  •             (32) 

.g.                     ,  Rj(^>v,  a,  P,y)  =  o,  (33) 

^   '^                      ^  R3(a:,/,a,p,Y)  =  o,  (34) 

W(^,j)  =  o,  (35) 

les  plus  hauts  exposants  de  a,  P,  y  ^^^^^t  ^^^^  l^s  équa- 
tions (32),  (33),  (34))  supérieurs  k  Tunité-,  on  conçoit 
de  plus,  sans  peine,  que  Ton  puisse  choisir  les  équations 
de  manière  que  les  courbes  représentées  par  (32),  (33), 
(34)  n'aient  jamais  de  points  communs,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  a  a,  P,  y^  dans  ce  cas,  bien 
que  l'équation  (  35  )  puisse  représenter  une  courbe  réelle, 
le  système  (S|)  ne  définit  pas  un  lieu  proprement  dit, 


(  563  ) 
c'est-à-dire  que  les  courbes  représentées  par  (i),  (2), 
(3),   (4)   ne  se   croisent  jamais  en  un  même  point, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètres 

Points  multiples.  —  Avant  de  parvenir  au  système  (S»), 
on  rencontre  un  système  de  la  forme 

/  Ei(^,7,Y)a-HE,(:r,7,Y)=o,  (36) 

•^      JM,(a7,7)Y  +  M,(;r,7)=o,  *(38) 

f  T,(a7,j)Y*-^T,(x,7)Y4-T,(^,7)=o;      (89) 

les  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par 

Mi(^,7)=o,     M,(a?,7)=o  (4o) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  défini  par  ce  système-, 
il  correspond,  en  effet,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  y  qui  sont  racines  de  l'équation  (Sg),  et,  par- 
tant, à  cause  de  (36),  (37),  deux  valeurs  de  a  et  ^«  Pour 
obtenir  uniquement  les  points  multiples  du  lieu  pro* 
posé,  on  devra  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  l'introduction  des  courbes  étrangères. 

Obserpation  finale.  — Les  développements  précédents 
suffisent  évidemment  pour  démontrer  la  généralité,  k 
tousXes  cas  possibles,  de  la  méthode  suivie. 

Addition.  —  Nous  développerons  dans  une  Commu- 
nication spéciale  les  calculs  relatifs  aux  points  multiples 

(•)  En  voici  un  exemple  : 
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des  lieux  (A)  et  (B)  déOnis  par 

U(a,?)  =  o, 


(A\  ;    ■^-   -,    r    _.    '    . 

[    doL  di  dt 

U(a,fi)=0, 

(^-a)^+0--P)«-R«=o, 
(S)    ^  {   >r  — g  _  r— ? 

\      d(x  d^ 

points  multiples  permettant  de  déterminer,  comme  nous 
l'avons  prouvé  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  Historique  et 
développement,  etc.,  les  points  de  contact  des  tangentes 
doubles  et  les  centres  des  cercles  de  rayon  R  double- 
ment tangents  à  la  courbe  représentée  par 

U(a:,j)  =  0(>). 

Nota,  —  On  obtiendra  le  lieu  des  centres  des  sphères 
de  rayon  R  (^)  doublement  tangentes  à  la  surface  re- 
présentée par 

U(^,  j,  2)  =  o, 

en  cherchant  la  ligne  double  de  la  surface  définie  par 

U(a,p,T)  =  o, 

X  —  a  r  —  p  z  —  Y 

dy.  d^  d^ 


(*)  Aux  points  de  rebroussement  du  lieu  (A)  correspondent  lo* 
points  d'inflexion  de  la  courbe  U,  et  aux  points  de  rebroussement 
du  lieu  (B)  correspondent  les  points  de  contact  des  cercles  de  rayon 
R  osculateurs  à  cette  même  courbe. 

(>)  Si  l'on  suppose,  à  la  fin  du  calcul,  R  =  o,  on  a  la  focale  de  la 
surface. 
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ÉCOLE  KORMLE  SIPÊRIEIRE  (COKCOURS  DE  1881). 

Phjsique. 

I.  Dans  une  macliîne  à  divis(3r,  le  pas  de  la  vis  est 
d'un  demî-millimèlre  à  la  température  zéro.  La  tempé- 
rature étant  de  6  degrés,  on  veut  diviser  avec  cette  ma- 
chine une  règle  en  laiton,  de  telle  sorte  que  les  divisions 
de  la  règle  vaillent  un  millimètre  à  zéro  :  comment  faut- 
il  régler  le  tambour  de  la  vis  ?  On  désignera  par^ct  /  les 
coefficients  de  dilatation  linéaire  du  fer  et  du  laiton.  Le 
premier  étant  de  12  millionièmes  et  le  second  de  19,  on 
calculera  le  nombre  cherché  pour  0  =  10. 

La  règle  étant  ainsi  divisée,  on  s'en  servira  pour  mesu- 
rer la  hauteur  d'un  baromètre  à  la  température  f°  et  on 
réduira  cette  hauteur  à  zéro.  On  désignera  par  A"  le  coef- 
iicient  de  dilatation  cubique  du  mercure  :  k  étant  de 
180  millionièmes,  on  calculera  le  coefficient  numérique 
de  la  correction. 

II.  Comment  délermîne-t-on  le  grossissement  dans  le 
microscope  ? 

Dans  un  microscope  dont  les  deux  lentilles  sont  à  une 
distance  invariable,  on  a  appliqué  contre  Tobjectif  une 
lame  de  verre,  de  sorte  qu'il  reste  entre  l'objectif  et  la 
lame  un  espace  vide  formant  un  ménisque  concave.  On 
détermine  par  l'expérience  : 

1°  Le  grossissement  y,  lorsque  le  ménisque  est  vide; 
2**  Le  grossissement  g",  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  d'eau  d'indice  n  j 

3"  Le  grossissement  g',  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  de  liquide  d'indice  n! , 

On  demande  l'indice  de  ce  liquide. 
L'indice  de  l'eau  étant  j  et  les  trois  grossissements  5o, 
3o,  20,  quel  est  l'indice  du  liquide  ? 
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ABEL  (Niels-Henrik;.  —  Œnvres  complètes  d'Ahel.  Nouvelle  édilioo, 
publiée  aux  fiais  de  l'Étal  norwégien,  par  MiM.  L.  .Sjha'Ql  ^S.  Lie.  i  beaux 
volumes  in-i'';   1881 3o  Ir . 

L'Oiivra(;e   !>era  mis  en   distribution   à   la  fin  de   di'ccinhre,  et  les  exemp]airt'> 
«»<»r<iiit  envoyés  d'après  l'ordre  des  deutandes. 

CREMONA  ET  BELTRAMI.  —  Gollectanea  mathematica,  nunc  primum 
odita  enra  et  i^tudio  L,  Crcmona  et  E.  BiLramiy  in  meinoriam  Dominici 
Chelini.  Cn  beau  volume  in-8,  avec  un  portrait  de  Cheiini  et  un  fac- 
similé  du  testament  inédit  de  Nicole  Tartajilia;  1881 7.3  fr. 

CROULLEBOIS  (M.),  Professeur  à  la  Fijculté  des  Sciences  de   Besancon. 

—  Théorie  élémentaire  des  lentilles  épaisses.  —  Itucrpiétation  ^comc- 
tnrjuc  t't  Exposiiinn  analytique  des  réàuUats  de  Gauss.  Jn-8,  avec  ligure-v 
dans  le  texte;  i88a • 3  Ir.    5o  c. 

BUGUET  (Ch.  ),  Capilaine  d'Artillerie.  —  Béformation  des  corps  solides.  - 
Limites  d'élasticité  et  résistance  à  la  rupture.  In-S,  a\e(-  ii^nires  dans 
le  texte;  188 1 6  fr. 

FERNIQUE  (A.),  Chef  des  travaux  graphiques,  Répétiteur  du  Cour^  de 
construction  oe  machines  à  l'École  cenuale  des  Arts  et  Manufactures.  - 
Alhom  d'éléments  et  organes  de  Machines,  composé  et  oessiné  ci  après 
le  Cours  professé  par  M.  t\  trnwl,  et  suivi  de  planches  relatives  aux  ma- 
chines souillantes,  o'après  les  documents  lournis  par  iM.  Jordan,  'i*  édition, 
revue  et  corriizee.  Portefeuille  oblong,  coiilenant  planches  ^^^^  texte 
expl.calif  ou  tableaux  et      planches  de  dessins  cotés;  i88'i iG  Ir. 

LUCAS  iÉd.),  Professeur  de  ^Jalhématiques  spéciales  au  Lycée  Saint-Louis. 

—  Récréations  mathématiques.  [Les  Traversées.  ~  Les  Punis.  — 
Les  L(diyrinthes.  —  Les  lieuies.  —  Le  Solitaire.  —  La  numération.  —  Le 
Ba^uenauiùcr.  —  Le  Taquin.)  Petit  in-8,  caractères  eizévirieiis,  tilie  en 
deux  couleurs;  1882. 

Prix  ;  Papier  vélin 7  fr.  5o  c. 

Papier  huUaiicle 1-2  Ir. 

MAINBRON  (£.].  —  Les  fondations  de  prix  à  l'Académie  des  Sciences 
/vtw  Lauréats  de  l'^eadenncy  171  4-1880.  In-  j  ;  i88i 8  h. 

MANSION  (Paul),  Profe.^seurà  la  i-"aculié  dos  Sciences  de  Gand.  —Théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Mémoire 
couruiiiie  [),ir  l'Acadjinie  ue  liiuxelles.  lu- 8  de  xvi--28(j  p.  ;  1875.. .     G  Ir . 

RESAL  (H.),  In-énieur  dos  xMiiies,  Ducleur  es  Sciences.  —  Traité  de 
Cinématique  pure,  in-8,  avec  77  lii^ures  d^ns  le  texte;  18G2 G  li  . 

RESAL  (H.),  ancien  Éiève  d3  riLcole  Polytecliir.que.  —  Éléments  de  Méca- 
nique, reuiL;cs  U'iq  1res  les  pro^raMLi.es  d  admission  pour  i'iicole  Puh - 
lecumque,  ai]u[)léïï  par  rUiuversilé,  ^ui\ls  u'AiidiliOiis  n*laUves  à  u\ 
mécanique  des  s\ sternes  »le  pi.Miils  malcriels,  e.Mraites  des  Leçons  de 
Mec.iMique  physique  |iioressée>,  de  i8'i8  u  1848,  a  ia  i-a»  ullé  des  Sciences 
de  IMn»,  par  Ai.  V^^z/rr/./.  Nuuvel.o  ediLiun,  revue  et  corriL;ée.  ln-8, 
avec  pUiiiclus;  i8()2 4  fr.  5o  c. 

RESAL.—  Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste,  ln-8,  avec  planches; 
i8i)j 8  ir. 

SCHWEBOFF  (Th.),  Prolerscur  (;e  lMi\M(pie  à  rLn.veisilé  u'Odcssa.  — 
Theono  matnemaiique  des  formes  ccmetaires.  ln-8;  1880.    Hfr.  ioc 


(Ileiisièiuc   S^érfte.)  —  »ëceiiibre  1881. 
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lléeembre    1881. 

Sur  II  (li^tcrmiii.ition  de  q(ielijiH!.s  iiitt*«j;rales  iii'iéfiiiies;  p.^r  M.  77. 

Resal 5:'t) 

Thc'orio  dos  poiiils  sinj^'uîiers  dans  les  CDurbes  al»^«"bric|iips;  par 

M.   Ch.   BieMcr 53-^ 

(>)!itril)ution  à  la  théorie  de  la  sul>stitiiti()ii  des  systèmes  d'cqua- 
tions.  Application  de  cette  tli^'oric  à  la  recherche  de  l'équation 
et  des  points  niulti[)!es  d'un  lien  dénni  par  h  équations  conte- 

nnit  /  —  I  paramètres  varial)les;  par  M.  L.  Saltel 54b 

Kcole  IVomiale  supérieure  (Concours  de  iSSi). 565 

Table  des  matières  par  ordre  niéihoditjue.  .......; 56(> 

Table  des  noms  par  ordre  al[)hab<'tique    571 
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BRISSE  Ch.),  Professeur  de  Mathcmaliques  spéciales  au  Lycée  Fontaiie>. 
Protesscur  de  Géomélrie  deîjcriptive  à  l'Hcole  des  Beaux-Arts,  Hépétih-ui 
à  l'Kcole  Polytechnique.  —  Cours  de  Géométrie  descriptive. 

1'*"  Partik.  à  l'usage  des  Elèves  des  Classes  iL'  Mai/tèmutuiurs  ri.'- 
nitntdiF'cs.  Grand  in-8,  avec  2-;>8  figures  dans  le  texte:  1882 5  t. 

Il"  Partn:,  à  l'usage  des  Klèves  des  ('Inssrfi  de  MmhènuUhiuvs  spéciales  . 
(irand  in-8,  a\ec  figures  dans  le  lexleeL  planches  d'épures.     [Soas prr.vsc. 

LEHAGRE,  (  liei  do  b.i'aillon  du  Génie.  —  Cours  de  Topographie,  profe^^-c 
a  1  Im  oie  d  app'iîM    un  de  l'Artillerie  et  du  Génie.  Grand  in-8  jésiis  : 

1'"  P\HTIH  :  J//  ■■■■  uicitts  t'A  pnuf'dt's  de  Lever  [PUinimcirle,  Alùnulrir, 
Dessùi  tojMiL;'(ifjluf/i(e).  1"  éditioiî,  revue,  corrigéeet  auguienlée,  nw: 
3 1*2  ligures  dans  le  lexie;    1 881 1 ."»  te, 

11"  Paiitie  :  Méthodes  de  Levers  [Levers  à  <^rande  échelle;  Levers  dt 
^nmde  étendue  ;  Levers  de  rccnnndissnnee).  .\vec  9  niodèlo<  de 
carnets  pour  les  dillérenls  levers  et  11  grandes  planches,  dont  >  vw 
couleur;  i8;8 iG  Ir. 

H!'"  Paiitik  :  Opcrutioiis  lri<^o/irimétri(iues  ;  Lever  de  la  triani^ulation . 
JSlvt llement.  Avec  la  niLdeles  de  carnets  pour  l'enregislrement  i/-- 
(>l)servations,  8  ty{>es  des  divers  calculs  qui  peuvent  se  préscnUr 
dans  une  triangulalion  et  i'.>.  grandes  planches;  1880.  ri  tr. 


Paris.—  IiDorimerle  dp  CAITUIFR-VUTAUS.  na>il  des  AusraitiM.  It 

Le  Gérant  .'GAUTBiEa-ViLLAto. 
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